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Résumé
L’étude d’un lien entre deux variables a toujours été un axe qui a attiré l’attention de

plusieurs chercheurs dans de nombreux domaines d’application et comme dans beaucoup de
ces domaines apparaissent des données fonctionnelles, on trouve des travaux abondants ont
été consacrés à cet axe. Ce travail rentre dans ce cadre en proposant des estimateurs non
paramétriques de deux fonctions utilisées dans le cadre de prévision ; la fonction de régres-
sion généralisée, qui est une généralisation de la fonction de régression basée sur l’espérance
conditionnelle et le quantile conditionnel. Pendant ces études nous avons toujours supposé
que la variable réponse est réelle et est soumise à une troncature à gauche tandis que la va-
riable explicative est fonctionnelle, c’est à dire à valeurs dans un espace de dimension infinie.
Nous avons utilisé une modélisation localement linéaire fonctionnelle pour l’estimation des
deux fonctions en considérant un estimateur local linéaire adapté à un polynôme de degré
un. Les convergences ponctuelles et uniformes presque sûres avec taux ont été établies pour
chaque estimateur et des études de simulations ont été réalisées pour mettre en évidence
l’efficacité des estimateurs proposés sur des exemples.

Mots clés : Troncature à gauche ; Estimateur local linéaire ; convergence presque sûre ;
Analyse fonctionnelle ; Quantile conditionnel ; Fonction de régression.
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Abstract
The study of a link between two variables was and still a challenge for a lot of resear-

chers in many fields of application and as in many of these fields appear functional data, we
find many works have been devoted in this axis. In this thesis, we propose nonparametric
estimators of two functions used in prevision problem ; the generalised regression function,
which is a generalization of the regression function based on the conditional expectation
and the conditional quantile. During these studies we have always assumed that the res-
ponse variable is real and is subjected to a left-truncation while the explanatory variable
is functional, i.e with values in a space of infinite dimension. We used a functional locally
linear modeling for the estimation of the two functions by considering a local linear estima-
tor adapted to a polynomial of one degree. Almost sur pointwise and uniform convergences
with rates have been established for each estimator and simulation studies have been carried
out to reinforce the efficiency of the proposed estimators on examples.

Key words : Left truncation ; Local linear estimator ; Almost sure convergence ; Func-
tional analysis ; Condiotional quantile ; Regression function.
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Introduction

Les problèmes statistiques liés à l’étude de variables aléatoires fonctionnelles, c’est-à-
dire de variables à valeurs dans un espace de dimension infinie, connaissent depuis

quelques années un intérêt grandissant dans la littérature. Le développement de ce thème
de recherche est en effet motivé par l’abondance de données mesurées sur des grilles de plus
en plus fines : c’est par exemple le cas en météorologie, en médecine, en imagerie satellite
et dans de nombreux autres domaines d’études. Ainsi, la modélisation statistique de ces
données, assimilables à des fonctions aléatoires, ouvre un champ très vaste de recherches
visant des aspects théoriques (liés à l’étude de variables aléatoires à valeurs dans un espace
de dimension infinie) et appliqués (mise en œuvre d’estimateurs).

Étudiant la relation entre deux variables aléatoires en vue de prédire l’une (la variable
expliquée Y ) étant donné l’autre (la variable explicative X) est un des plus importants
sujets en analyses des données fonctionnelles. Il existe plusieurs manières d’aborder ce pro-
blème de prévision par exemple : la régression qui est basée sur l’espérance conditionnelle,
la médiane conditionnelle qui nécessite l’estimation préalable de la fonction de répartition
conditionnelle et le mode conditionnel qui nécessite l’estimation de la densité conditionnelle.
Ferraty et Vieu ont introduit dans leur travail pionnier [25] des estimateurs à noyaux des
fonctions précédentes lorsque la variable aléatoire dépendante est réelle et la variable aléa-
toire indépendante est de type fonctionnel. Cette méthode fonctionnelle non paramétrique
est basée essentiellement sur une extension de l’estimateur à noyau de Nadaraya-Watson
étudié pour des variables explicatives vectorielles. Bien que cet estimateur est connu pour
avoir de bonnes caractéristiques telles que la simplicité, la flexibilité et la consistance, son
biais asymptotique dépend de la dérivée de la fonction de densité marginale. De plus, il est
soumis à des effets de bord. Ce qui fait que la méthode localement linéaire est non seule-
ment plus générale mais elle a plutôt de meilleurs avantages. Pour plus de détails concernant
les inconvénients de l’estimateur à noyau de Nadaraya Watson et pour plus de comparai-
sons entre les deux estimateurs nous adressons le lecteur aux articles de Fan [19] et de Fan
et Gijbels [20]. En raison de toutes ses caractéristiques asymptotiques, la méthode locale
linéaire était toujours attirante pour plusieurs statisticiens. On mentionne, par exemple
lorsque la variable réponse est réelle et la variable explicative prend ses valeurs dans un
espace semi métrique fonctionnel, Barrientos-Marin et al. [4] qui ont proposé un estimateur
local linéaire de la fonction de régression adapté à un polynôme de degré un et ont établi
ses propriétés asymptotiques. Cette étude a été suivie par plusieurs travaux intéressants où
les convergences presque complètes ponctuelles et uniformes avec taux d’autres estimateurs
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non paramétriques locaux linéaires ont été étudiées comme Demongeot et al. [11] et De-
mongeot et al. [12] pour le mode conditionnel pour les deux cas données indépendantes et
identiquement distribuées (i.i.d.) et données dépendantes, Ferraty et al.[21], Demongeot et
al. [13] et Messaci et al. [43] pour le quantile conditionnel pour des données (i.i.d) et Fer-
raty et al. [22] pour des données α-dépendantes. Dans Leulmi et Messaci [38] les résultats de
Barrientos-Marin et al. [4] ont été généralisés à la fonction de régression généralisée pour des
données (i.i.d) et pour des données dépendantes voir Leulmi et Messaci [37]. La normalité
asymptotique de l’estimateur local linéaire de la densité conditionnelle pour des données de
séries chronologiques a été étudié par Xiong et al. [52].

Une autre difficulté rencontrée en statistique est le manque d’information durant les
différentes observations sur diverses échelles d’études et d’analyses. Ce manque d’information
introduit un empêchement lors de l’observation et l’obtention du résultat.

Dans la terminologie statistique, le plus souvent, on nomme ces manques par les cen-
sures et les troncatures qui provoquent quelques troubles au niveau des données observées.
La communauté statistique a découvert un remède pour ces fractures. En parlant de la nais-
sance d’un intéressant volet de la statistique "l’analyse des données de survie". Le terme de
durée de survie désigne le temps écoulé jusqu’à la survenue d’un événement précis. L’évé-
nement étudié (communément appelé "décès") est le passage irréversible entre deux états
(communément nommé "vivant" et "décès"). L’événement terminal n’est pas forcément la
mort : il peut s’agir de l’apparition d’une maladie (par exemple, le temps avant une rechute
ou un rejet de greffe), d’une guérison (temps entre le diagnostic et la guérison), la panne
d’une machine (durée de fonctionnement d’une machine, en fiabilité) ou la survenue d’un
sinistre (temps entre deux sinistres, en actuariat). L’analyse des données (durées) de survie
est l’étude du délai de la survenue de cet événement. Dans le domaine biomédical, on étudie
ces durées dans le contexte des études longitudinales comme les enquêtes de cohorte (suivi
de patients dans le temps) ou les essais thérapeutiques (tester l’efficacité d’un médicament).
La plus fameuse caractéristique de ce volet est l’existence des données incomplètes. Ces
dernières dues à l’inaccessibilité de l’information complète. Une caractéristique particulière,
souvent présente dans les données de survie est connue sous le nom de censure, qui, de
manière générale, se produit lorsque certaines durées de survie ne sont connues que dans
certains intervalles. Le reste des vies est connu exactement. Il existe différentes catégories
de censure, telles que la censure à droite, censure à gauche et censure par intervalles.
Une deuxième caractéristique qui peut être présente dans certaines études de survie est celui
de la troncature. La troncature à gauche se produit lorsque les sujets entrent dans une étude
à un âge particulier (pas nécessairement à l’origine de l’événement d’intérêt) et sont suivis
de cette heure d’entrée retardée jusqu’à ce que l’événement se produise ou jusqu’à ce que le
sujet soit censuré. La troncature à droite se produit lorsque seules les personnes qui ont vécu
l’événement d’intérêt sont observables. L’impact principal sur l’analyse, lorsque les données
sont tronquées, est que l’investigateur doit utiliser une distribution conditionnelle dans la
construction de la vraisemblance.
Un exemple qui explique l’utilisation de telle sorte de données est celui qui a été fait dans
Channing House, une maison de retraite située à Palo Alto, en Californie. Les données sur
l’âge du décès de 462 personnes (97 hommes et 365 femmes), qui étaient en résidence pen-
dant la période de janvier 1964 à juillet 1975, ont été rapportées par Hyde (1980). Une
caractéristique distinctive de ces personnes était qu’elles étaient toutes couvertes par un
programme de soins de santé fourni par le centre, ce qui permettait un accès facile aux soins
médicaux sans aucune charge financière supplémentaire pour le résident. Les durées de vie
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dans cet ensemble de données sont tronquées à gauche parce qu’un individu doit survivre
jusqu’à un âge suffisant pour entrer dans la communauté des retraités. Les personnes dé-
cédées à un âge précoce sont exclues de l’étude. Pour plus de détailles sur cette étude voir
Klein et Moeschberger [31].

Depuis le début des années soixante-dix du siècle dernier, de nombreuses études im-
portantes ont été réalisées dans le cas non fonctionnel, nous en mentionnons certaines,
Lynden-Bell [41], Woodroofe [51], Stute [50] et He et Yang [26] dont leurs recherches sur
les données tronquées à gauche sont considérées comme une base pour les autres études qui
ont suivi. N’oubliez pas non plus Lemdani et Ould-Saïd [33] qui ont étudié le comportement
asymptotique de l’estimateur à noyau du taux de risque sous des données tronquées et cen-
surées. Ainsi, ils ont étudié les convergences ponctuelle et uniforme de l’estimateur à noyau
de la fonction de régression pour des données tronquées à gauche dans le cas i.i.d., lire Ould
Saïd et Lemdani [45] et du quantile conditionnel en 2009, voir Lemdani et al. [34]. Alors
que le mode a été étudié par Ould Saïd et Tatachak [46]. Pour les données tronquées et dé-
pendantes voir Ould Saïd et Tatachak [47] et Ould Saïd et al. [48]. Aussi, pour les données
censurées Ould Saïd [44] a obtenu le taux de convergence uniforme de l’estimateur à noyau
du quantile conditionnel sous le cas i.i.d. El Ghouch et Van Keilegom [18] ont établi les
propriétés asymptotiques de l’estimateur local linéaire de la fonction de régression pour des
données censurées et α-mélangeantes. Pendant que liang et al. [39] ont étudié la normalité
asymptotique d’un estimateur de la fonction moyenne conditionnelle et ses dérivées sous un
modèle de troncature en appliquant la régression polynomiale locale. Pour des études plus
récentes voir par exemple Boukeloua [9] et Aouicha et Messaci [3].

Lorsque la covariable est fonctionnelle et la variable Y est soumise à une censure à
droite, nous pouvons citer quelques travaux comme El Bahi et Ould Saïd [ [16] et [17]]
sur la consistance forte uniforme et la normalité asymptotique de l’estimateur à noyau du
quantile conditionnel pour des données i.i.d et pour les données dépendantes, on nomme
Horrigue et Ould Saïd [[28] et [29]]. Concernant les données stationnaires et ergodiques
voir Chaouch et Khardani [10]. Les propriétés asymptotiques de l’estimateur à noyau de la
fonction de régression non paramétrique sont obtenues par Ling et Liu [40] sous les mêmes
données.

En outre, dans le modèle d’index fonctionnel unique pour les données fonctionnelles et
α- mélangeantes sous la censure aléatoire, les convergences ponctuelle et uniforme presque
complètes avec taux, sont étudiées par Kadiri et al. [30] pour l’estimateur du quantile condi-
tionnel et Bouchentouf et al. [7] pour l’estimateur de risque conditionnel. Ait Hennania et
al. [1] ont donné une famille d’estimateurs non paramétriques robustes pour lesquels les
résultats de la consistance et la normalité asymptotique sont établis. Mechab et al. [42]
ont examiné la convergence presque complète et la normalité asymptotique de l’estimateur
de la régression d’erreur relative dans le cas d’une variable réponse censurée étant donné
une variable explicative fonctionnelle. Sous le modèle de troncature, on mentionne Helal
et Ould Saïd [27] où l’estimateur à noyau du quantile conditionnel a été proposé et sa
convergence uniforme presque sûre a été établie. De même, Derrar et al. [14] ont étudié le
taux de la convergence presque complète et la normalité asymptotique des estimateurs non
paramétriques pour le modèle ψ-régression. Les auteurs Altendji et al. [2] ont utilisé l’er-
reur moyenne quadratique relative pour construire un estimateur non paramétrique pour
l’opérateur de régression des données fonctionnelles et tronquées et ont établi sa conver-
gence presque sûre et normalité asymptotique. Le taux de convergence presque complète du
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M -estimateur de la fonction de régression non paramétrique et fonctionnelle est établi par
Derrar et al. [15] lorsque l’échantillon est une séquence α-mélangeante.

Malgré l’importance de la méthode locale linéaire mais et au mieux de notre connais-
sance cette dernière n’a pas été utilisée pour résoudre les problèmes de prévision pour les
données incomplètes que pour les données censurées à droite dans la littérature. On parle
par exemple sur le travail de Benkhaled et al. [5] où ils ont étudié l’estimation locale li-
néaire non paramétrique de la densité conditionnelle et établi sous des conditions régulières
la convergence ponctuelle presque sûre de l’estimateur proposé pour des données censurées,
fonctionnelles et α− mélangeantes. On mentionne aussi Leulmi [35] qui a concentré son
étude sur les convergences ponctuelle et uniforme presque complètes avec taux du quantile
conditionnel et a montré en utilisant des études de simulation l’efficacité de la méthode
locale linéaire par rapport à la méthode de noyau même pour les données censurées et sur
les propriétés asymptotiques du l’estimateur local linéaire de la fonction de régression dans
Leulmi [36].

Le but de cette thèse est d’apporter une contribution, dans le cas des données tronquées
à gauche, en étudiant les propriétés asymptotiques des estimateurs non paramétriques basés
sur la méthode localement linéaire de la fonction de régression généralisée et du quantile
conditionnel selon l’organisation suivante :

Chapitre 1
Le chapitre 1 est dédié à l’étude de l’estimation locale linéaire de la fonction de régression

généralisée qui généralise l’estimateur de régression étudié par Barrientos Marin et al.[4] où
la variable réponse est réelle et complète et la variable explicative est fonctionnelle. Il faut
noter que cette étude a été réalisée par Leulmi et Messaci [38] où elles ont aussi proposé
et étudié la convergence presque complète uniforme avec taux d’un estimateur du quantile
conditionnel.

Chapitre 2
Dans ce chapitre nous proposons un estimateur local linéaire pour la fonction de régres-

sion généralisée. La variable à expliquer ici est supposée réelle et tronquée à gauche tandis
que la covariable est prend ses valeurs dans un espace semi métrique. Nous établissons les
deux convergences presque sûres ponctuelle et uniforme. Les taux de convergences obte-
nus dans l’étude sont similaires à ceux obtenus pour les données complètes et incomplètes
censurées.

Chapitre 3
Ce chapitre est consacré pour présenter l’estimateur local linéaire de la fonction de

distribution conditionnelle dans le cas où la variable d’intérêt est toujours soumise à une
troncature à gauche par une autre variable aléatoire réelle et la covariable prend des valeurs
dans un espace de dimension infinie. Le caractère asymptotique a été examiné en étudiant les
convergences presque sûres ponctuelle et uniforme avec taux sous des conditions standards
soit pour l’étude fonctionnelle ou pour l’étude des données incomplètes. Après, on déduit la
convergence uniforme de l’estimateur obtenu du quantile conditionnel.

Chapitre 4
L’efficacité de la méthode locale linéaire par rapport à la méthode de noyau a déjà
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été vérifiée dans de nombreuses publications pour des données complètes et censurées. Et
pour cela, le chapitre 4 est dévoué pour approuver cette efficacité même pour les données
tronquées à gauche en utilisant deux exemples de simulation pour chaque estimateur étudié
dans la thèse. Sans oublier une étude sur des données réelles réalisées par Leulmi et Messaci
[38] afin de comparer entre trois méthodes d’estimation non paramétrique de la médiane
conditionnelle pour des données complètes.
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1
Estimation locale linéaire de la fonction de

régression généralisée pour des données
complètes

La régression est une technique courante pour la prévision. Parmi les méthodes de régres-
sion figure la régression linéaire simple. Mais lorsque la linéarité de la relation entre la

variable explicative, et la variable dépendante, est mise en défaut. Il est préféré de choisir
un modèle plus flexible qui reflète mieux la relation entre les deux variables. On parle ici de
la régression non paramétrique

Y = m(X) + ε.

L’erreur ε représente la variation de Y autour de X. Le fait de considérer que ε est une
variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle et généralement choisie indépendante de X
facilite significativement les calculs et l’étude des propriétés asymptotiques des estimateurs
de la fonction de régression m.
On veut trouver une fonction m telle que m(X) soit une bonne approximation de Y selon
un critère donné. Cette proximité se mesure en général par un risque utilisant l’erreur
quadratique moyenne et on essaye de déterminer m̂(X) qui rendra cette erreur la plus
petite possible.
En effet, déterminer m̂(X) revient à calculer arg minE [(m(X)− Y )2|X = x] qui nous donne

m̂(X) = E(Y |X = x).

Cette étude peut se faire dans un cadre plus général en étudiant la fonction de régression
généralisée définie par

mϕ(x) = E (ϕ(Y )|X = x) ,

où la transformation ϕ peut prendre beaucoup de formes selon nos besoins. Par exemple, en
prenant ϕ(y) = y, on obtient la fonction de régression classique et si on prend ϕ(y) = I{y<t},
mϕ(x) devient la fonction de distribution conditionnelle de Y sachant X = x.

Comme alternative de l’estimateur bien connu de Nadaraya-Watson de la fonction de
régression, l’estimateur local linéaire de la régression donne de bons résultats pour des don-
nées complètes. Dans ce chapitre, nous présentons le travail réalisé par Leulmi et Messaci
[38] où cette dernière méthode a été utilisée et l’étude des propriétés asymptotiques d’es-
timateur de la fonction de régression généralisée et du quantile conditionnelle dans le cas
d’une variable réponse scalaire Y et une variable aléatoire explicative X prenant des valeurs
dans un espace semi-métrique a été établie.
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1.1 Modélisation
On appelle variable aléatoire fonctionnelle X, toute application mesurable sur un espace

probabilisé (Ω,A, P ) et à valeurs dans un espace probabilisable (F ,BF), où F est un espace
de dimension infinie et BF est une tribu sur F . Ce type de variables se retrouvent dans de
nombreux domaines, comme la météorologie, la chimie quantitative, la biométrie, l’écono-
métrie ou l’imagerie médicale. Pour ce travail, on prend F un espace semi métrique muni
d’une semi métrique d.

Considérons n paires de v.a.s (Xi, Yi)i=1,...,n indépendantes de même loi que le vecteur
(X, Y ) à valeurs dans F × R, où (F , d) est un espace semi métrique. L’estimateur local
linéaire de la régression généralisée définie par

mϕ(x) = E(ϕ(Y )|X = x),

où ϕ est une fonction réelle borélienne connue,

peut être regardé comme la solution du problème de moindres carrés pondérés suivant

min
(a,b)∈R2

n∑
i=1

(ϕ(Yi)− a− bβ(Xi, x))2K(h−1d(Xi, x)),

où β(., .) est une fonction réelle connue, définie sur F×F dans R telle que, ∀x ∈ F , β(x, x) =
0, la fonction K est un noyau et h := hn est une suite de nombres réels strictement positifs
qui joue un rôle de paramètre de lissage.
Alors, on peut écrire

m̂ = e′1(C ′βWCβ)−1C ′βWϕ(Y ), (1.1)

où C ′ =
[

1 ... 1
β(X1, x) ... β(Xn, x)

]
, ϕ(Y ) =

ϕ(Y1)
...

ϕ(Yn)


W = diag (K(h−1d(X1, x)), ..., K(h−1d(Xn, x))) et e1 = (1, 0) ∈ R2.
Des calculs simples donnent la formule suivante de l’estimateur

m̂ϕ(x) =

∑n
i,j=1 Wij(x)ϕ(Yj)∑n

i,j=1Wij(x)

(
0

0
:= 0

)
,

où
Wij(x) = β(Xi, x) (β(Xi, x)− β(Xj, x))K(h−1d(Xi, x))K(h−1d(Xj, x)). (1.2)

Donc pour l ∈ {0, 1}, on a
n∑

i,j=1

Wij(x)ϕl(Yj) =
∑
i<j

{ (β(Xi, x)− β(Xj, x))
(
β(Xi, x)ϕl(Yj)− β(Xj, x)ϕl(Yi)

)
K(h−1d(Xi, x))K(h−1d(Xj, x)}.

1.2 La convergence presque complète ponctuelle
Soit x un point fixé de F , pour tout réel positif h, B(x, h) := {y ∈ F/ d(x, y) ≤ h}

notée une boule fermée de F de centre x et rayon h. On définit aussi Φx(r1, r2) := P (r1 ≤
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d(X, x) ≤ r2), où r1 et r2 sont deux nombres réels.
Leulmi et Messaci [38] ont étudié le caractère asymptotique de l’estimateur local linéaire
m̂ϕ, sous les hypothèses suivantes.

1.2.1 Hypothèses et résultats

(H1.1) Pour tout h > 0, Φx(h) := Φx(0, h) > 0.
(H1.2) mϕ ∈ {f : F → R, lim

d(x,x′)→0
f(x′) = f(x)}

(H1.2’) mϕ ∈ {f : F → R,∃b > 0,∀x′ ∈ F ; | f(x)− f(x′)| ≤ Cxd
b(x, x′)}, où Cx est une

constante positive dépend de x.
(H1.3) La fonction β(., .) est telle que :

∃0 < M1 < M2,∀x′ ∈ F ,M1d(x, x′) ≤ |β(x, x′)| ≤M2d(x, x′).

(H1.4) Le noyau K est une fonction positive et différentiable sur son support [0, 1].
(H1.5) La fenêtre h satisfait : limn→∞ h = 0, et limn→∞

lnn
nΦx(h)

= 0.
(H1.6) Il existe un entier n0, tel que

∀n > n0,
1

Φx(h)

∫ 1

0

Φx(zh, h)
d

dz

(
z2K(z)

)
dz > C > 0

et
h

∫
B(x,h)

β(u, x)dPX(u) = o

(∫
B(x,h)

β2(u, x)dPX(u)

)
,

où dPX est la distribution de X.
(H1.7) ∀m ≥ 2;σm : x→ E(|ϕ(Y )|m|X = x) est un opérateur continue sur F .

Remarque 1.1 Les hypothèses (H1.2)–(H1.5) et (H1.7) sont standards dans le contexte de
la régression fonctionnelle non paramétrique et étendre ce qui est habituellement supposé
dans la littérature non paramétrique classique de dimension p (Ferraty et Vieu [25]). La
première partie de l’hypothèse (H1.6) précise le comportement de la fenêtre h par rapport
aux probabilités de petite boule et la fonction noyau K. Cette hypothèse n’est pas restric-
tive car on peut voir facilement que les processus fractals le satisfont pour une large classe
de fonctions du noyau (voir la remarque sur l’hypothèse (H1.6) pour plus de détails). La
nouvelle hypothèse clé est la deuxième partie de (H1.6) sur le comportement local de l’opé-
rateur β qui modélise la forme locale de la régression. Par exemple, dans le cas particulier
où β = d, cette hypothèse signifie que l’espérance locale de β est suffisamment petite par
rapport à son moment de second ordre. Si, en plus, la vraie v.r. β(X, x) admet une densité
dérivable (autour de 0) par rapport à la mesure de Lebesgue alors la deuxième partie de
(H1.6) est satisfaite. L’hypothèse (H1.6) a été déjà utilisée par Barrientos-Marin et al. [4]).

Théorème 1.1 (c.f. Théorème 1 Leulmi et Messaci [38])
Supposons que les conditions (H1.1), (H1.3)–(H1.7) sont satisfaites.
(i) Sous l’hypothèse (H1.2), on a

m̂ϕ(x)−mϕ(x) = op.co.(1).

(ii) Et si l’hypothèse (H1.2’) est satisfaite, on obtient

m̂ϕ(x)−mϕ(x) = O(hb) +Op.co.

(√
lnn

nΦx(h)

)
.
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1.2.2 Preuves

Soit C une constante strictement positive et pour tout x ∈ F et pour tout i = 1, . . . , n :

Ki(x) := K(h−1d(Xi, x)) et βi(x) := β(Xi, x).

La preuve du ce théorème est basée sur une décomposition standard donnée pour tout
x ∈ F , par

m̂ϕ(x)−mϕ(x) =
1

m0(x)
[(m1(x)− Em1(x))− (mϕ(x)− Em1(x))]− mϕ(x)(m0(x)− 1)

m0(x)
,(1.3)

où, pour l = 0, 1

ml(x) =
1

n(n− 1)EW12(x)

∑
i 6=j

Wij(x)ϕl(Yj). (1.4)

Et l’application des lemmes suivants.

Lemme 1.1 Sous les hypothèses (H1.1),(H1.3)-(H1.5), on a
(i) L’hypothèse (H1.2) permet d’écrire :

mϕ(x)− Em1(x) = o(1).

(ii) La condition (H1.2’) donne

mϕ(x)− Em1(x) = O(hb).

Preuve du Lemme 1.1 On a

Eml(x) =
1

E(W12(x))
E(W12(x)ϕl(Y2))),

et Em1(x) peut être écrite par

Em1(x) = E (E(m1(x)|X2)) =
1

E(W12(x))
E (W12(x)E(ϕ(Y2)|X2)) .

qui nous permet d’écrire, sous l’hypothèse (H4)

|mϕ(x)− Em1(x)| =
1

|E(W12(x))|
| E (W12(x)(mϕ(x)−mϕ(X2)))|

≤ sup
x′∈B(x,h)

|mϕ(x)−mϕ(x′)| .

On a besoin de prendre en compte l’hypothèse (H1.2) pour obtenir le lemme 1.1-(i). Cepen-
dant, si on utilise (H1.2’) au lieu de (H1.2), on obtient facilement

sup
x′∈B(x,h)

|mϕ(x)−m(x′)| = O(hb).

qui nous amène au Lemme 1.1-(ii).

Pour traiter la convergence presque complète ponctuelle de m̂ϕ(x), nous allons besoin
du lemme technique préliminaire suivant.
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Lemme 1.2 (c.f Lemme A.1 Barrientos-Marin et al. [4])
Sous les hypothèses (H1.1), (H1.3)–(H1.6), nous obtenons
i) ∀(p, l) ∈ N? × N, E

(
Kp

1 (x)|β1(x)|l
)
≤ ChlΦx(h).

ii) E [K1(x)β2
1(x)] > Ch2 [Φx(h)] pour n suffisamment grand.

Preuve du Lemme 1.2 :
i) Commençant d’utiliser (H1.3) qui implique

Kp
1 (x)|β1(x)|lh−l ≤ CKp

1 (x)d(X1, x)lh−l,

et comme le noyau K est borné sur [0, 1], on obtient

Kp
1 (x)|βl1(x)|h−l ≤ Cd(X1, x)lh−l1[0,1]

(
h−1d(X1, x)

)
,

donc, on a
E
(
Kp

1 (x)|β1(x)|lh−l
)
≤ CΦx(h),

qui est le résultat revendiqué.
ii) En utilisant (H1.3), il est facile de voir que

E
[
K1(x)β2

1(x)
]
> CE

[
K1(x)d2(X1, x)

]
.

De plus, on peut écrire

E

(
K1(x)

d2(X1, x)

h2

)
=

∫ 1

0

t2K(t)dP d(X,x)/h(t)

=

∫ 1

0

[∫ t

0

(
d

du
(u2K(u))

)
du

]
dP d(X,x)/h(t)

=

∫ 1

0

[∫ 1

0

1[u,1](t)dP
d(X,x)/h(t)

]
d

du
(u2K(u)),

la dernière équation arrive directement du théorème de Fubini. De plus, il est facile de
vérifier que ∫ 1

0

1[u,1](t)dP
d(X,x)/h(t) = P (uh ≤ d(X, x) ≤ h).

Alors,

E

(
K1(x)

d2(X1, x)

h2

)
=

∫ 1

0

Φx(uh, h)
d

du
(u2K(u))du.

Il reste d’utiliser (H1.6) pour avoir la borne inférieure désirée, qui finie la preuve du Lemme
1.2-(ii).

Lemme 1.3 Sous les suppositions (H1.1), (H1.2),(H1.3)-(H1.6), on obtient
(i)

m0(x)− 1 = Op.co.

(√
lnn

nΦx(h)

)
.

(ii) De plus, si (H1.7) est satisfaite, on a

m1(x)− Em1(x) = Op.co.

(√
lnn

nΦx(h)

)
.
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Preuve du Lemme 1.3 ii) Remarquer que

m1(x) = Q(x) [S2,1(x)S4,0(x)− S3,1(x)S3,0(x)] , (1.5)

où, pour p = 2, 3, 4, et l = 0, 1,

Sp,l(x) =
1

nΦx(h)

n∑
i=1

Ki(x)βp−2
i (x)ϕl(Yi)

hp−2

et
Q(x) =

n2h2Φ2
x(h)

n(n− 1)E (W12(x))
.

Alors, on a

m1(x)− E(m1(x)) = Q(x){S2,1(x)S4,0(x)− E(S2,1(x)S4,0(x))

− [S3,1(x)S3,0(x)− E(S3,1(x)S3,0(x))},

et comme

S2,1(x)S4,0(x)− E(S2,1(x)S4,0(x)) = (S2,1(x)− E(S2,1(x))(S4,0(x)− E(S4,0(x))

+ (S2,1(x)− E(S2,1(x))E(S4,0(x))

+ (S4,0(x)− E(S4,0(x))E(S2,1(x))

+ E(S2,1(x))E(S4,0(x))− E(S2,1(x)S4,0(x)),

S3,1(x)S3,0(x)− E(S3,1(x)S3,0(x) = (S3,1(x)− E(S3,1(x))(S3,0(x)− E(S3,0(x))

+ (S3,1(x)− E(S3,1(x))E(S3,0(x))

+ (S3,0(x)− E(S3,0(x))E(S3,1(x))

+ E(S3,1(x))E(S3,0(x))− E(S3,1(x)S3,0(x)).

On doit montrer que pour p ∈ {2, 3, 4} et l ∈ {0, 1}

Q(x) = O(1),

ESp,l(x) = O(1),

E(S2,1(x))E(S4,0(x))− E(S2,1(x)S4,0(x)) = O

(√
lnn

nΦx(h)

)
,

E(S3,1(x))E(S3,0(x))− E(S3,1(x)S3,0(x)) = O

(√
lnn

nΦx(h)

)
,

Sp,l(x)− ESp,l(x) = Op.co.

(√
lnn

nΦx(h)

)
.

• Traitement du terme Q(x)
On a

EW12(x) = E
[
β2

1(x)K1(x)K2(x)
]
− E [β1(x)β2(x)K1(x)K2(x)]

= E
[
β2

1(x)K1(x)
]
E(K2(x))− (E [β1(x)K1(x)])2 ,
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ensemble avec
hE [β1(x)K1(x)] ≤ Ch

∫
B(x,h)

β(u, x)dPX1(u)

et (H1.6) impliquent que

hE [β1(x)K1(x)] = o

(∫
B(x,h)

β2(u, x)dPX1(u)

)
.

En appliquant le Lemme 1.2-(i), avec K = 1[0,1], p = 1 et l = 2 on obtient∫
B(x,h)

β2(u, x)dPX1(u, t) ≤ Ch2Φx(h),

ce qui implique
E [β1(x)K1(x)] = o (hΦx(h)) .

Maintenant, le Lemme 1.2-(ii) et le denier résultat permettent d’écrire

EW12(x) > Ch2 [Φx(h)]2 . (1.6)

Donc, pour n suffisamment grand
Q(x) = O(1)

• Il est facile de voir que sous (H1.1)–(H1.4), pour p ∈ {2, 3, 4} et l ∈ {0, 1}, nous avons

ESp,l(x) = h2−pΦx(h)−1E[K1(x)ϕl(Y1)βp−2]

= h2−pΦx(h)−1E[K1(x)ml
ϕ(X1)βp−2],

et comme mϕ(X1) = mϕ(x) + o(1) (sous (H1.2)), on a ESp,l(x) = O(1).

• Traitement du terme E(S2,1(x))E(S4,0(x))− E(S2,1(x)S4,0(x))
D’un côté, on a

E(S2,1(x))E(S4,0(x)) =
1

n2h2[Φx(h)]2

n∑
i=1

n∑
j=1

E(Ki(x)β2
i (x))E(Kj(x)ϕ(Yj))

=
1

h2[Φx(h)]2
E(K1(x)β2

1(x))E(K1(x)ϕ(Y1)),

et d’autre côté, on obtient

E(S2,1(x)S4,0(x)) =
1

n2h2[Φx(h)]2

n∑
i=1

n∑
j=1

E(Ki(x)β2
i (x)Kj(x)ϕ(Yj))

=
1

n2h2[Φx(h)]2

(
n∑

i=j=1

E(K2
i (x)β2

i (x)ϕ(Yi)) +i 6=j E(Ki(x)β2
i (x)Kj(x)ϕ(Yj))

)

= O
(
(nΦx(h))−1

)
+

n2 − n
n2h2[Φx(h)]2

E(K1(x)β2
1(x))E(K1(x)ϕ(Y1)),

qui nous permettent d’écrire

E(S2,1(x))E(S4,0(x))− E(S2,1(x)S4,0(x)) = (1− n(n− 1)

n2
)h−2Φx(h)−2E[K1(x)β2

1(x)]

E[K1(x)ϕ(Y1)] +O
(
(nΦx(h))−1

)
.
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En utilisant des argument similaires comme précédemment, on aura

E(S2,1(x))E(S4,0(x))− E(S2,1(x)S4,0(x)) = O
(
(nΦx(h))−1

)
.

qui est négligeable par rapport à O
(√

lnn
nΦx(h)

)
, sous (H1.5).

• Par des arguments similaires, on peut dire que

E(S3,1(x))E(S3,0(x))− E(S3,1(x)S3,0(x)) = O

(√
lnn

nΦx(h)

)
.

• Traitement du terme Sp,l(x)− ESp,l(x)
Nous avons

Sp,l(x)− ESp,l(x) =
1

n

n∑
i=1

Z
(p,l)
i (x),

où
Z

(p,l)
i (x) =

1

hp−2Φx(h)

{
Ki(x)βp−2

i (x)ϕl(Yi)− E
[
Ki(x)βp−2

i (x)ϕl(Yi)
]}
. (1.7)

Afin d’appliquer l’inégalité exponentielle, on concentre sur les moments absolus des v.a.r.s.
Zi(x)

E|{Z(p,l)
i (x)}m| = h(−p+2)mΦx(h)−mE|

m∑
k=0

cmk (−1)m−k(Ki(x)βp−2
i (x)ϕl(Yi))

k(E
[
Ki(x)βp−2

i (x)ϕl(Yi)
]
)m−k|

≤ h(−p+2)mΦx(h)−m
m∑
k=0

cmk E[Kk
i (x)β

(p−2)k
i (x)σlk(Xi)]|E

[
Ki(x)βp−2

i (x)ml
ϕ(Xi)

]
|m−k,

(1.8)

la dernière inégalité est obtenue en conditionnant sur X1. De plus, (H1.2) implique que
mϕ(X1) = mϕ(x) + o(1) d’où on obtient σk(X1) = σk(x) + o(1) quand (H1.7) est vérifiée.
Cela, combinant avec (1.8) et Lemme 1.2-(i), nous permettent d’écrire

E|{Z(p,l)
i (x)}m| = O

(
h(−p+2)m[Φx(h)]−m

m∑
k=0

E[Kk
i (x)β

(p−2)k
i (x)]E

[
Ki(x)βp−2

i (x)
]
|m−k

)
= O

(
maxk∈{0,...,m}[Φx(h)]−k+1

)
= O

(
[Φx(h)]−m+1

)
.

Finalement, il reste d’appliquer le Corollaire A.8-ii dans Ferrtay et Vieu [25] (Proposition
5 dans l’Annexe) avec a2

n = [Φx(h)]−1 pour obtenir, pour p ∈ {2, 3, 4} et l ∈ {0, 1}

Sp,l(x)− ESp,l(x) = Op.co.

(√
lnn

nΦx(h)

)
,

1.2.3 Appendix 1

Remarque sur la première partie de (H1.6)

Étudiant ici le cas spécial où la variable fonctionnelle X est un processus fractal d’ordre
k (k > 0) tel que

lim
ε→0

sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣Φx(tε)tkεk
− Cx

∣∣∣∣ = 0,
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où Cx est une constante qui ne dépend pas de t et ε. Cela implique que, pour tout ε
suffisamment petit, Φx(ε) ∼ Cxε

k. On a

Φx(uh, h) = P (uh ≤ d(x,X) ≤ h)

= P (d(x,X) ≤ h)− P (d(x,X) ≤ uh))

= Φx(h)− Φx(uh)

= Cxh
k(1− uk) + o(1).

Donc, il est facile de dire∫ 1

0

Φx(uh, h)
d

du

(
u2K(u)

)
du = Cxh

k

∫ 1

0

(1− uk) d
du

(
u2K(u)

)
du+ o(hk).

Maintenant, on considère la famille des noyaux indexés par α > 0 et définis par Kα(u) =
α+1
α

(1 − uk)1[0,1](u). Cette famille de noyaux contient des noyaux asymétriques standards
(triangle, quadratique). Il vient avec de calcules triviales que∫ 1

0

Φx(uh, h)
d

du

(
u2K(u)

)
du =

(α + 1)k

(k + 2)(α + k + 2)
Cxh

k + o(hk),

qui nous conduit à l’hypothèse (H1.6) lorsque h est suffisamment petite ( i.e. lorsque n
est assez grand). De la même manière, (H1.6) tient quand on considère le noyau uniforme
1[0,1](.).
(H1.6) est satisfaite pour une classe beaucoup plus large de variables aléatoires fonctionnelles
(i.e. des variables Hilbertiennes de carré intégrable) dés que on considère une semi métrique
appropriée d (pour plus de détailles, voir Lemme 13.6 de Ferraty et Vieu [25], p.213).

Remarque sur la deuxième partie de (H1.6)

Dans le cas spécial où β = d, et le v.a.r. Z := β(x,X) admet une densité différentiable
fZ (autour de 0) par rapport à la mesure de Lebesgue et telle que fZ(0) 6= 0, qui implique

∃α > 0 fZ(z) 6= 0; ∀z ∈ [−α, α],

alors l’hypothèse (H1.6) est satisfaite. En effet, on a, pour tout x ∈ F

h

∫
B(x,h)

β(u, x)dPX(u) = h

∫
F
β(u, x)1B(x,h)(u)dPX(u)

= h

∫
Ω

Z(w)1{|Z(w)|6h}dP (w)

= h

∫
R
z1{|z|6h}dPZ(z)

= h

∫ h

−h
zfZ(z)dz

= h

∫ h

0

z(fZ(z)− fZ(−z))dz,

fZ est une densité différentiable autour 0 telle que fZ(0) 6= 0 et en utilisant la formule de
Taylor-Young (fZ(z) = fZ(0) + zf ′Z(0) + zε(z) où ε(z)→ 0 quand z → 0), on obtient, pour
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un α > 0 tel que α > h

h

∣∣∣∣∫
B(x,h)

β(u, x)dPX(u)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣2hf ′Z(0)

∫ h

0

zdz + h

∫ h

0

zε(z)dz

∣∣∣∣
6

2h(f ′Z(0) + 1)

infz∈[0,α] fZ(z)

∫ h

0

z2fZ(z)dz

6
2h(f ′Z(0) + 1)

infz∈[0,α] fZ(z)

∫
B(x,h)

β2(u, x)dPX(u).

1.3 La convergence presque complète uniforme

1.3.1 Hypothèses et résultats

La convergence presque complète uniforme de m̂ϕ est établie sur un sous ensemble SF
de F qui peut être recouvrer par un nombre fini de boules. Ce nombre doit être lié au rayon
de cette boule (voir hypothèse (U1.5)).
Pour cela, on donne la définition suivante.

Définition 1 Soient S un sous ensembles de l’espace semi métrique F et ε > 0. Un en-
semble fini des points x1, x2, · · · , Xdn dans F est appelé un ε−net pour S si S = ∪Nk=1B(xk, ε).
La quantité ψS(ε) = ln(dn), où dn est le nombre minimal des boules ouvertes dans F de rayon
ε qui est nécessaire pour couvrir S, s’appelle "ε-entropie de Kolmogorov de l’ensemble S.

On se réfère à Kolmogorov et Tikhomirov [32] et Ferraty et al. [23] pour plus de détails sur
ce contexte.

Dans cette étude, on a besoin des hypothèses suivantes.
(U1.1) Il existe une fonction différentiable Φ et des constantes strictement positives C,C1

et C2 telles que

∀x ∈ SF ,∀h > 0; 0 < C1Φ(h) ≤ Φx(h) ≤ C2Φ(h) <∞
et

∃η0 > 0,∀η < η0, Φ
′(η) < C,

où Φ′ est la dérivée première de Φ avec Φ(0) = 0.
(U1.2) La fonction de régression généralisée mϕ satisfait :

∃C > 0, ∃b > 0,∀x ∈ SF , x′ ∈ B(x, h), |mϕ(x)−mϕ(x′)| ≤ Cdb(x, x′).

(U1.3) La fonction β(., .) satisfait (H3) uniformément sur x et la condition de Lipschitz
suivante

∃C > 0,∀x1 ∈ SF , x2 ∈ SF , x ∈ F , |β(x, x1)− β(x, x2)| ≤ Cd(x1, x2).

(U1.4) Le noyau K vérifie (H1.4) et est Lipschitzienne sur [0, 1].
(U1.5) lim

n→∞
h = 0, et pour rn = O

(
lnn
n

)
et on a pour n suffisamment grand :

(lnn)2

nΦ(h)
< ln dn <

nΦ(h)

lnn
,
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et
∞∑
n=1

d1−β
n <∞,

pour certain β > 1.
(U1.6) La fenêtre h satisfait : ∃n0 ∈ N, ∃C > 0, tels que

∀n > n0,∀x ∈ SF ,
1

Φx(h)

∫ 1

0

Φx(zh, h)
d

dz

(
z2K(z)

)
dz > C > 0

et
h

∫
B(x,h)

β(u, x)dPX(u) = o

(∫
B(x,h)

β2(u, x)dPX(u)

)
uniformément sur x.

(U1.7) ∃C > 0 tel que ∀m ≥ 2 : E(|ϕ(Y )|m/X = x) < δm(x) < C < ∞ avec δm(.)
continue sur SF .

Remarque 1.2 Ces hypothèses sont une version uniforme des conditions du cas ponctuel
et ils ont déjà utilisées dans la littérature. On réfère à Messaci et al. [43] pour les conditions
(U1.1), (U1.3), (U1.4) et (U1.6) et à Ferraty et al. [23] pour les conditions (U1.2), (U1.5)
et (U1.7).

Le résultat revendiqué est comme suit.

Théorème 1.2 (c.f. Théorème 2 Leulmi et Messaci [38])
Sous les hypothèses (U1.1)–(U1.7), on a

sup
x∈SF

|m̂ϕ(x)−mϕ(x)| = O(hb) +Op.co.

(√
ln dn
nΦ(h)

)
.

Remarque 1.3 On peut facilement déduire la convergence uniforme de l’estimateur étudié
dans Barrientos-Marin et al. [4] pour lequel, à notre connaissance, seule la convergence
ponctuelle a été étudiée.
Ce résultat montre que, contrairement au cas fini, le taux de convergence obtenu peut différer
de celui de la convergence ponctuelle, il est en fonction de l’entropie du sous-ensemble sur
lequel on étudie la convergence uniforme.

1.3.2 Preuves

Il est clair que la preuve du Théorème 1.2 est une conséquence directe de la décomposition
(1.3) et les lemmes suivants.

Lemme 1.4 Supposons que les hypothèses (U1.1), (U1.2) et (U1.4) sont vérifiées, donc :

sup
x∈SF

|mϕ(x)− Em1(x)| = O(hb).
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Preuve du Lemme 1.4 On a

Eml(x) =
1

E(W12(x))
E(W12(x)ϕl(Y2)),

et Em1(x) peut être écrite aussi comme

Em1(x) = E (E(m1(x)|X2)) =
1

E(W12(x))
E (W12(x)E(ϕ(Y2)|X2)) .

Alors, on obtient sous la condition (U1.4)

|mϕ(x)− Em1(x)| =
1

|E(W12(x))|
| E (W12(x)(mϕ(x)−mϕ(X2)))|

≤ sup
x′∈B(x,h)

|mϕ(x)−mϕ(x′)| .

Nous avons besoin de prendre en compte l’hypothèse (U1.2) pour obtenir

sup
x∈SF

|mϕ(x)− Em1(x)| = O(hb).

Lemme 1.5 (cf Lemme 4.1 Messaci et al. [43])
Sous les conditions (U1.1), (U1.3), (U1.4) et (U1.6), on obtient que :
(i) ∀(p, l) ∈ N∗ × N, supx∈SF E(Kp

1 (x)|β1(x)l|) ≤ ChlKΦ(hK)
(ii) infx∈SF E(K1(x)β2

1(x)) > Ch2
KΦ(hK).

Preuve du Lemme 1.5 Ce Lemme est la version uniforme du Lemme 1.2 dont la preuve
fonctionne exactement de la même manière que celle du Lemme cité.

Lemme 1.6 Sous les suppositions du Théorème 1.2, on obtient que :

sup
x∈SF

|m1(x)− Em1(x)| = Op.co.

(√
ln dn
nΦ(h)

)
.

Preuve du Lemme 1.6 On utilise une autre fois la décomposition suivante

m1(x) = Q(x) [S2,1(x)S4,0(x)− S3,1(x)S3,0(x)] ,

où, pour p = 2, 3, 4, et l = 0, 1,

Sp,l(x) =
1

nΦx(h)

n∑
i=1

Ki(x)βp−2
i (x)ϕl(Yi)

hp−2

et
Q(x) =

n2h2Φ2
x(h)

n(n− 1)E (W12(x))
.

En suivant les mêmes étapes comme la preuve du 1.3, et en utilasant le Lemme 1.5 au
lieu du Lemme 1.2, on obtient sous les suppositions (U1.1)–(U1.4) et (U1.6),

sup
x∈SF

Q(x) = O(1), sup
x∈SF

E(Sp,l(x)) = O(1),
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pour p = 2, 3, 4 , l = 0, 1,

sup
x∈SF

|E(S2,1(x))E(S4,0(x))− E(S2,1(x)S4,0(x))| = O

(
1

nΦ(h)

)
,

et
sup
x∈SF

|E(S3,1(x))E(S3,0(x))− E(S3,1(x)S3,0(x))| = O

(
1

nΦ(h)

)
,

qui est, en vue de l’hypothèse (U1.5), égal à O
(√

ln dn
nΦ(h)

)
.

• On a besoin de vérifier que pour p = 2, 3, 4 et l = 0, 1,

sup
x∈SF

|Sp,l(x)− E(Sp,l(x))| = Op.co.

(√
ln dn
nΦ(h)

)
.

Pour atteindre cet objet, posant

j(x) = arg min
j∈{1,2,...,dn}

d(x, xj)

et considérant la décomposition suivante

sup
x∈SF

|Sp,l(x)− ESp,l(x)| ≤ sup
x∈SF

∣∣Sp,l(x)− Sp,l(xj(x))
∣∣

+ sup
x∈SF

∣∣Sp,l(xj(x))− ESp,l(xj(x))
∣∣

+ sup
x∈SF

∣∣ESp,l(xj(x))− ESp,l(x)
∣∣ := F p,l

1 + F p,l
2 + F p,l

3 .

Étudiant maintenant chaque terme F p,l
k pour k = 1, 2, 3.

L’étude des termes F p,l
1 et F p,l

3 .
D’abord, on commence par analyser le terme F p,l

1 . Comme le support de K est [0, 1] et selon
(U1.1), on peut écrire pour tout p = 2, 3, 4

F p,l
1 ≤

C

nhp−2Φ(h)
sup
x∈SF

n∑
i=1

∣∣∣Ki(x)βp−2
i (x)ϕl(Yi)1B(x,h)(Xi)−Ki(xj(x))β

p−2
i (xj(x))ϕ

l(Yi)1B(xj(x),h)(Xi)
∣∣∣

≤ C

nhp−2Φ(h)
sup
x∈SF

n∑
i=1

Ki(x)1B(x,h)(Xi)|ϕl(Yi)|
∣∣∣βp−2
i (x)− βp−2

i (xj(x))1B(xj(x),h)(Xi)
∣∣∣

+
C

nhp−2Φ(h)
sup
x∈SF

n∑
i=1

βp−2
i (xj(x))1B(xj(x),h)(Xi)|ϕl(Yi)|

∣∣Ki(x)1B(x,h)(Xi)−Ki(xj(x))
∣∣

:= F p,l
1.1 + F p,l

1.2.

Analysant le terme F p,l
1.1.

D’après l’hypothèse (U1.3), on obtient

1B(x,h)(Xi)
∣∣∣βi(x)− βi(xj(x))1B(xj(x),h)(Xi)

∣∣∣
≤ Crn1B(x,h)

⋂
B(xj(x),h)(Xi) + Ch1B(x,h)

⋂
B(xj(x),h)(Xi)
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et

1B(x,h)(Xi)
∣∣∣β2
i (x)− β2

i (xj(x))1B(xj(x),h)(Xi)
∣∣∣

≤ Crnh1B(xj(x),h)
⋂
B(x,h)(Xi) + Ch21B(x,h)

⋂
B(xj(x),h)(Xi).

En regroupant les cas p = 3 et p = 4, on trouve

1B(x,h)(Xi)
∣∣∣βp−2
i (x)− βp−2

i (xj(x))1B(xj(x),h)(Xi)
∣∣∣

≤ Crnh
p−31B(xj(x),h)

⋂
B(x,h)(Xi) + Chp−21B(x,h)

⋂
B(xj(x),h)(Xi).

Qui donne l’inégalité suivante

F P,l
1.1 ≤

Crn
nhΦ(h)

sup
x∈SF

n∑
i=1

|ϕl(Yi)|Ki(x)1B(x,h)
⋂
B(xj(x),h)(Xi)

+
C

nΦ(h)
sup
x∈SF

n∑
i=1

|ϕl(Yi)|Ki(x)1B(x,h)
⋂
B(xj(x),h)(Xi). (1.9)

Analysant le terme F p,l
1.2.

En utilisant l’inégalité suivante

1B(xj(x),h)(Xi)
∣∣∣Ki(x)1B(x,h)(Xi)−Ki(xj(x))1B(x,h)

⋃
B(x,h)(Xi)

∣∣∣
≤ 1B(x,h)

⋂
B(xj(x),h)(Xi)|Ki(x)−Ki(xj(x))|+Ki(xj(x))1B(xj(x),h)∩B(x,h)(Xi)

et d’après les hypothèses (U1.3) et (U1.4), on obtient

|βp−2
i (xj(x))|1B(xj(x),h)(Xi)

∣∣Ki(x)1B(x,h)(Xi)−Ki(xj(x)

)
|

≤ Chp−2
[rn
h

1B(x,h)∩B(xj(x),h)(Xi) +Ki(xj(x))1B(xj(x),h)∩B(x,h)(Xi)
]
,

cela mène à

F p,l
1.2 ≤

Crn
nhΦ(h)

sup
x∈SF

n∑
i=1

|ϕl(Yi)|1B(x,h)∩B(xj(x),h)(Xi)

+
C

nΦ(h)
sup
x∈SF

n∑
i=1

|ϕl(Yi)|Ki(xj(x))1B(x,h)∩B(xj(x),h)(Xi).

Cette dernière combinée avec (1.9) nous permettent d’écrire

F p,l
1 ≤ Crn

nhΦ(h)
sup
x∈SF

n∑
i=1

|ϕl(Yi)|1B(x,h)∩B(xj(x),h)(Xi)

+
C

nΦ(h)
sup
x∈SF

n∑
i=1

|ϕl(Yi)|Ki(xj(x))1B(xj(x),h)∩B(x,h)(Xi)

+
C

nΦ(h)
sup
x∈SF

n∑
i=1

|ϕl(Yi)|Ki(x)1B(x,h)∩B(xj(x),h)(Xi).
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Prenant en compte l’hypothèse (U1.4), on trouve

F p,l
1 ≤

Crn
nhΦ(h)

sup
x∈SF

n∑
i=1

|ϕl(Yi)|1B(x,h)∪B(xj(x),h)(Xi).

Soit

Zi =
Crn|ϕl(Yi)|
hΦ(h)

sup
x∈SF

1B(x,h)∪B(xj(x),h)(Xi).

La condition (U1.7) implique que

E|Zm
1 | ≤

Crmn
hmΦ(h)m−1

, (1.10)

alors, en appliquant le corollaire A.8 dans Ferraty et Vieu [25], avec a2
n = rn

hΦ(h)
, (voir

Proposition 5)

1

n

n∑
i=1

Zi = EZ1 +Op.co.

(√
rn lnn

nhΦ(h)

)
.

En appliquant (1.10) une autre fois (for m = 1), on obtient

F p,l
1 = O

(rn
h

)
+Op.co.

(√
rn lnn

nhΦ(h)

)
.

Combinant ça avec la supposition (U1.5) et la deuxième partie de l’hypothèse (U1.1), on
obtient

F p,l
1 = Op.co.

(√
ln dn
nΦ(h)

)
. (1.11)

Deuxièmement, puisque

F p,l
3 ≤ E

(
sup
x∈SF

∣∣Sp,l(x)− Sp,l(xj(x))
∣∣) ,

on déduit que

F p,l
3 = Op.co.

(√
ln dn
nΦ(h)

)
. (1.12)

Etude du terme F p,l
2 .

Pour tout η > 0, on a que

P

(
F p,l

2 > η

√
ln dn
nΦ(h)

)
= P

(
max

j∈{1,...,dn}

∣∣Sp,l(xj(x))− E(Sp,l(xj(x))
∣∣ > η

√
ln dn
nΦ(h)

)

≤ dn max
j∈{1,...,dn}

P

(∣∣Sp,l(xj(x))− E(Sp,l(xj(x))
∣∣ > η

√
ln dn
nΦ(h)

)
.
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Laisser nous mettre pour p = 2, 3, 4 que

∆p,i =
1

hp−2Φx(h)

[
Ki(xj(x))β

p−2
i (xj(x))ϕ

l(Yi)− E(Ki(xj(x))β
p−2
i (xj(x))ϕ

l(Yi))
]
.

L’utilisation du théorème binomial, le Lemme 1.5 et hypothèses (U1.1), (U1.2) et (U1.7),
donnent pour p = 2, 3, 4,

E |∆p,i|m = O
(
Φ−m+1(h)

)
.

On peut appliquer l’inégalité de type Bernstein comme fait dans le corollaire A-8 de Ferraty
et Vieu [25], pour obtenir

P

(
1

n

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∆p,i

∣∣∣∣∣ > η

√
ln dn
nΦ(h)

)
≤ 2 exp

(
−Cη2 ln dn

)
.

Donc, par choisir β tel que Cη2 = β, on obtient

P

(
F p,l

2 > η

√
ln dn
nΦ(h)

)
≤ Cd1−β

n . (1.13)

Alors, l’hypothèse (U1.5) nous permet d’écrire

F p,l
2 = Op.co.

(√
ln dn
nΦ(h)

)
. (1.14)

Finalement, le résultat du Lemme 1.6 découle des relations (1.11), (1.12) et (1.14).

Lemme 1.7 Si les hypothèses (U1.1),(U1.3)–(U1.6) sont satisfaites, on obtient :

sup
x∈SF

|m0(x)− 1| = Op.co.

(√
ln dn
nΦ(h)

)
et

∞∑
n=1

P

(
inf
x∈SF

m0(x) <
1

2

)
<∞.

Preuve du Lemme 1.7 La première partie des résultats revendiqués peut être déduire di-
rectement d’après la preuve du Lemme 1.6 en prenant, pour tout i, ϕ(Yi) = 1.
Pour la deuxième partie, ça arrive directement de

inf
x∈SF

m0(x) <
1

2
⇒ ∃x ∈ SF tel que 1−m0(x) >

1

2
⇒ sup

x∈SF
|1−m0(x)| > 1

2

Selon la première partie du Lemme 1.7, on obtient

P

(
inf
x∈SF

m0(x) <
1

2

)
≤ P

(
sup
x∈SF

|1−m0(x)| > 1

2

)
.

Par conséquent
∞∑
n=0

P

(
inf
x∈SF

m0(x) <
1

2

)
<∞,

.
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1.3.3 Estimateur du quantile conditionnel

Comme un cas particulier de l’estimateur mϕ avec ϕ(t) = 1]−∞,y](t) pour tout t ∈ R,
nous pouvons estimer la fonction de répartition conditionnelle

F x(y) = P (Y 6 y | X = x),

par

F̂ x(y) =

∑n
i,j=1Wij(x)1{Yj6y}∑n

i,j=1Wij(x)
, (1.15)

où Wij(x) est défini dans (1.2).
Puisque le quantile conditionnel d’ordre α (α ∈ (0, 1)) est tα(x) = inf{y ∈ R, F x(y) > α}
on déduit de F̂ x, un estimateur naturel du quantile conditionnel donné par

t̂α(x) = inf{y ∈ R, F̂ x(y) > α}. (1.16)

Rappelons que t1/2(x) est la médiane conditionnelle.
Pour établir la convergence de F̂ x(y), nous avons besoin des hypothèses suivantes

(U2)’ ∃ δ > 0, C > 0 et b > 0, tels que pour tout x ∈ SF , x
′ ∈ B(x, h) et y ∈

[tα(x)− δ, tα(x) + δ], nous avons

|F x′(y)− F x(y)| ≤ Cdb(x, x′).

(U5)’ lim
n→∞

h = 0, et pour rn = O
(

lnn
n

)
, on a pour n assez grand

(lnn)2

nΦ(h)
< ln dn <

nΦ(h)

lnn
,

et
∞∑
n=1

n(ξ+1/2)d(1−β)
n <∞,

pour certain β > 1 et ξ > 0.
Le théorème suivant donne la convergence de F̂ x(y).

Théorème 1.3 (c.f. Théorème 3 Leulmi et Messaci [38])
Sous les conditions (U1.1), (U2)’, (U1.3), (U1.4), (U5)’ et (U1.6), nous avons

sup
x∈SF

sup
y∈[tα(x)−δ,tα(x)+δ]

|F̂ x(y)− F x(y)| = O(hb) +Op.co.

(√
ln dn
nΦ(h)

)
.

La démonstration de ce théorème est basée sur la décomposition suivante

F̂ x(y)− F x(y) =
1

m0(x)

[(
F̂ x
N(y)− EF̂ x

N(y)
)(

F x(y)− EF̂ x
N(y)

)]
− F x(y)

m0(x)
(m0(x)− 1),(1.17)

où
F̂ x
N(y) =

1

n(n− 1)EW12(x)

∑
i 6=j

Wij(x)1{Y j6y}

et m0(x) est donné par (1.4). Ainsi, ce théorème est une conséquence directe du Lemme 1.7
et des lemmes suivants.
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Lemme 1.8 Sous les conditions (U1.1), (U2)’ et (U1.4), nous avons

sup
x∈SF

sup
y∈[tα(x)−δ,tα(x)+δ]

∣∣∣F x(y)− EF̂ x
N(y)

∣∣∣ = O(hb).

Preuve du Lemme 1.8 On a

EF̂ x
N(y) =

1

EW12(x)
E
[
W12(x)1{Y26y}

]
et EF̂ x

N(y) peut être écrite comme

EF̂ x
N(y) = E

[
E(F̂ x

N(y)|X2)
]

=
1

EW12(x)
E
[
W12(x)E(1{Y26y}|X2)

]
.

Alors, nous obtenons sous l’hypothèse (U1.4)∣∣∣F x(y)− EF̂ x
N(y)

∣∣∣ = 1
|EW12(x)|

∣∣E {W12(x)
[
F x(y)− FX2(y)

]}∣∣ ≤ supx′∈B(x,h)

∣∣F x(y)− F x′(y)
∣∣.

On doit tenir en compte la condition (U2)’ pour avoir

sup
x∈SF

sup
y∈[tα(x)−δ,tα(x)+δ]

∣∣∣F x(y)− EF̂ x
N(y)

∣∣∣ = O(hb).

Lemme 1.9 Sous les conditions du Théorème 1.3, nous obtenons

sup
x∈SF

sup
y∈[tα(x)−δ,tα(x)+δ]

∣∣∣F̂ x
N(y)− EF̂ x

N(y)
∣∣∣ = Op.co.

(√
ln dn
nΦ(h)

)
.

Preuve du Lemme 1.9 Premièrement, on écrit

m1(x) = Q(x)
[
T x2,1(y)T x4,0(y)− T x3,1(y)T x3,0(y)

]
, (1.18)

où, pour p = 2, 3, 4, et l = 0, 1,

T xp,l(y) =
1

nΦx(h)

n∑
i=1

Ki(x)βp−2
i (x)1l{Yi≤y}
hp−2

et Q(x) est définie en (1.5). En suivant les mêmes étapes que dans la preuve du Lemme
1.6, et utilisant le Lemme 1.5 au lieu du Lemme 1.2, nous obtenons sous les conditions
(U1.1)–(U1.4) et (U1.6),

sup
x∈SF

Q(x) = O(1), sup
x∈SF

sup
y∈[tα(x)−δ,tα(x)+δ]

E(T xp,l(y)) = O(1),

pour p = 2, 3, 4 , l = 0, 1,

sup
x∈SF

sup
y∈[tα(x)−δ,tα(x)+δ]

|E(T x2,1(y))E(T x4,0(y))− E(T x2,1(y)T x4,0(y))| = O

(
1

nΦ(h)

)
,

et
sup
x∈SF

sup
y∈[tα(x)−δ,tα(x)+δ]

|E(T x3,1(y))E(T x3,0(y))− E(T x3,1(y)T x3,0(y))| = O

(
1

nΦ(h)

)
,
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qui est, selon l’hypothèse (U5)′, égale à O
(√

ln dn
nΦ(h)

)
.

Nous avons besoin d’établir que pour p = 2, 3, 4 et l = 0, 1,

sup
x∈SF

sup
y∈[tα(x)−δ,tα(x)+δ]

∣∣T xp,l(y)− E(T xp,l(y))
∣∣ = Oa.co.

(√
ln dn
nΦ(h)

)
.

A cet objet, on peut couvrir le compact [tα(x) − δ, tα(x) + δ] par sn intervalles ouverts de
centres yj et rayons ln = n−ξ−1/2 et sn = Cl−1

n (i.e. [tα(x)−δ, tα(x)+δ] = ∪snj=1]yj−ln, yj+ln[.
Posant ty = mint∈{1,...,sn} |y − t| et considérant la décomposition suivante

sup
x∈SF

sup
y∈[tα(x)−δ,tα(x)+δ]

∣∣T xp,l(y)− ET xp,l(y)
∣∣ ≤ sup

x∈SF
sup

y∈[tα(x)−δ,tα(x)+δ]

∣∣T xp,l(y)− T xj(x)p,l (y)
∣∣

+ sup
x∈SF

sup
y∈[tα(x)−δ,tα(x)+δ]

∣∣T xj(x)p,l (y)− T xj(x)p,l (ty)
∣∣

+ sup
x∈SF

sup
y∈[tα(x)−δ,tα(x)+δ]

∣∣T xj(x)p,l (ty)− ET xp,l(ty)
∣∣

+ sup
x∈SF

sup
y∈[tα(x)−δ,tα(x)+δ]

∣∣ET xj(x)p,l (ty)− ET
xj(x)
p,l (y)

∣∣
+ sup

x∈SF
sup

y∈[tα(x)−δ,tα(x)+δ]

∣∣ET xj(x)p,l (y)− ET xp,l(y)
∣∣

:= Lp,l1 + Lp,l2 + Lp,l3 + Lp,l4 + Lp,l5 .

Étudiant maintenant chaque terme Lp,lk pour k ∈ {1, ..., 5}.
Commençant par le terme Lp,l3 .
Pour tout ε > 0, nous avons

P
(
Lp,l3 > η

)
= sup

x∈SF
sup

y∈[tα(x)−δ,tα(x)+δ]

P
(∣∣T xj(x)p,l (ty)− E(T

xj(x)
p,l (ty)

∣∣ > ε
)

≤ dnNrn(SF) max
j∈{1,...,dn}

max
ty∈{t1,...,tsn}

P
(∣∣T xj(x)p,l (ty)− E(T

xj(x)
p,l (ty)

∣∣ > ε
)

≤ dnNrn(SF) max
j∈{1,...,dn}

max
ty∈{t1,...,tsn}

P

(∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∆
xj(x)
i,p,l (ty)

∣∣∣∣∣ > nεΦ(h)

)
,

où
∆
xj(x)
i,p,l =

1

hp−2

[
Ki(xj(x))β

p−2
i (xj(x))1

l
{Yi≤y} − E(Ki(xj(x))β

p−2
i (xj(x))1

l
{Yi≤y})

]
.

Nous posons ε = η

√
ψSF ( lnn

n )
nΦ(h)

avec η > 0. Par des arguments à ceux invoqués pour l’étude

de F p,l
2 et combiné avec (U5)’ et sn = nξ+1/2, on aura

Lp,l3 = Oa.co.

(√
ln dn
nΦ(h)

)
.

Etudiant les termes Lp,l2 et Lp,l4 .
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D’abord, on analyse le terme Lp,l2 , on a

Lp,l2 = sup
x∈SF

sup
y∈[tα(x)−δ,tα(x)+δ]

1

nΦxj(x)(h)

n∑
i=1

Ki(xxj(x))β
p−2
i (xxj(x))

hp−2
|1l{Yi≤y} − 1l{Yi≤ty}|

≤ ln sup
x∈SF

1

nΦxj(x)(h)

n∑
i=1

Ki(xxj(x))β
p−2
i (xxj(x))

hp−2

≤ ln sup
x∈SF

Sp,0(xj(x)).

Voyant les relations (1.13) et ESp,0(xj(x)) = O
(
rn
h

)
et combiné avec (U5)’, le fait que

ln = n−ξ−1/2, on peut déduire

Lp,l2 = Oa.co.

(√
ln dn
nΦ(h)

)
.

En plus, comme

Lp,l4 ≤ E

(
sup
x∈SF

∣∣T xj(x)p,l (y)− T xj(x)p,l (ty)
∣∣) ,

on déduit que

Lp,l4 = Oa.co.

(√
ln dn
nΦ(h)

)
. (1.19)

Analysant des termes Lp,l1 et Lp,l5 .
Grâce à la bornitude de 1l{Yi≤y} , l’étude du terme Lp,l1 est exactement la même que du terme
F p,l

1 . D’où on obtient

Lp,l1 = Oa.co.

(√
ln dn
nΦ(h)

)
,

ce qui implique

Lp,l5 = Oa.co.

(√
ln dn
nΦ(h)

)
.

Pour obtenir la convergence uniforme du quantile conditionnel, nous avons besoin des
conditions suivantes (qui sont utilisées dans Messaci et al. [43]).

(U1.8) ∀ε > 0, ∃ξ > 0 tels que pour toute fonction gα de SF dans [tα(x)− δ, tα(x) + δ],
nous avons

sup
x∈SF

|tα(x)− gα(x)| > ε implique sup
x∈SF

|F x(tα(x))− F x(gα(x))| > ξ.

(U1.9) ∃j > 1, ∀x ∈ SF , F x ∈ Cj(]tα(x) − δ, tα(x) + δ[) par rapport à y et satisfait
F x(l)(tα(x)) = 0 si 0 ≤ l < j, F x(j)(tα(x)) > C > 0 et F x(j) est continue uniformément
en [tα(x)− δ, tα(x) + δ] où F x(l) est la dérivée d’ordre l de F x .

Une méthode connue peut être appliquée pour obtenir le résultat suivant à partir du
Théorème 1.3, voir par exemple la preuve du Corollaire 3.1 dans Messaci et al. [43].
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Corollaire 1 Sous les conditions du Théorème précédent et si (U1.8) et (U1.9) sont satis-
faites, nous obtenons

sup
x∈SF

∣∣t̂α(x)− tα(x)
∣∣ = O(hb) +Op.co.

(√
ln dn
nΦ(h)

)
.

Proof of corollary 1 Comme

sup
x∈SF

|F x(tα(x))−F x(t̂α(x))| = sup
x∈SF

|F̂ x(t̂α(x))−F x(t̂α(x))| ≤ sup
x∈SF

sup
y∈[tα(x)−δ,tα(x)+δ]

|F̂ x(y)−F x(y)|,

alors la condition (U1.8), avec le Théorème 1.3, impliquent que

lim
n→∞

|t̂α(x)− tα(x)| = 0, p.co. (1.20)

Maintenant en utilisant le développement du Taylor de la fonction F x, on obtient sous
l’hypothèse (U1.9), que

F x(t̂α(x))− F x(tα(x)) =

j−1∑
l=1

F x(l)(tα(x))

l!

[
t̂α(x)− tα(x)

]l
+
F x(t′α(x))

j!

[
t̂α(x)− tα(x)

]j
=
F x(t′α(x))

j!

[
t̂α(x)− tα(x)

]j
,

où t′α(x) est entre tα(x) et t̂α(x).
Grâce à (1.20) et la continuité uniforme de F x(j), on aura que

lim
n→∞

sup
x∈SF

|F x(j)(t′α(x))− F x(j)(tα(x))| = 0, p.co. (1.21)

Donc, il existe un réel positif τ tel que

∞∑
n=0

P

(
inf
x∈SF

F x(j)(t′α(x)) < τ

)
<∞.

D’où
sup
x∈SF

|t̂α(x)− tα(x)|j ≤ sup
x∈SF

sup
y∈[tα(x)−δ,tα(x)+δ]

|F̂ x(y)− F x(y)|.

Il vient d’appliquer le résultat du Théorème 1.3 pour obtenir le résultat revendiqué.
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2
Estimation locale linéaire de la fonction de

régression généralisée pour des données
tronquées à gauche

Une durée de vie est une variable aléatoire souvent supposée positive, de manière gé-
nérale c’est le temps écoulé pour passer entre deux états. Des fois la valeur exacte

d’une durée de vie ne soit pas complètement observée, dans ce cas les techniques classiques
ne s’adaptent pas correctement aux données incomplètes. La littérature est beaucoup plus
riche par les travaux réalisés sous la censure que la troncature qui est plus récente.
Les données censurées modélisent des cadres d’études expérimentales pour certains mala-
dies, où les patients peuvent être perdus de vue suite à un déménagement ou suite à un
décès qui n’a aucune relation à la maladie comme un accident de la route.

Les troncatures diffèrent des censures au sens où elles concernent l’échantillonnage lui
même. Ainsi, une variable Z est tronquée par un sous ensemble éventuellement aléatoire
A de R+ si au lieu de Z, on observe Z uniquement si Z ∈ A. Les points de l’échantillon
"tronqué" appartiennent tous à A. Il ne faut pas confondre censure et troncature. S’il y
a troncature, une partie des individus ne sont pas observables et on n’étudie qu’un sous-
échantillon. Il y a différentes catégories de troncature, telles que la troncature à gauche, à
droite et la troncature par intervalle. La plus fameuse dans littérature est celle à gauche. Un
exemple de ce type ; si la durée de vie d’une population est étudiée à partir d’une cohorte
tirée au sort dans cette population, seule la survie des sujets vivants à l’inclusion pourra
être étudiée (il y a troncature à gauche car seuls les sujets ayant survécu jusqu’à la date
d’inclusion dans la cohorte sont observables).

Dans ce chapitre, nous présentons premièrement le modèle aléatoire de troncature à
gauche. Ensuite, on va proposer une estimation locale linéaire pour la fonction de régression
généralisée. La variable aléatoire de réponse est soumise à une troncature à gauche et la
covariance prend ses valeurs dans un espace de dimension infinie. Les convergences presque
sûres ponctuelle et uniforme avec taux seront traitées.
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2.1 Modélisation
Considérant une suite de variables aléatoires indépendantes Y1, · · · , YN de même fonction

de répartition (f.r.) inconnue F . Ces variables aléatoires sont regardées comme les durées de
vie des sujets étudiés.

Soit T1, · · · , TN une suite de variables aléatoires indépendantes de même f.r. inconnue
G. On suppose aussi que chaque Ti est indépendante de Yi. La taille de l’échantillon N est
déterministe mais inconnue.
Dans le modèle de troncature à gauche, (Yi, Ti) est observé seulement lorsque Yi ≥ Ti, si
non rien n’est observé.
Pour éviter la confusion, on note {(Yi, Ti), i = 1, · · ·n} (n ≤ N) l’échantillon vraiment
observé (i.e Yi ≥ Ti).
On note par
P : la probabilité relative au N -échantillon.
P : la probabilité relative au n-échantillon.

Une conséquence de la troncature, la taille de l’échantillon vraiment observé n est une
variable aléatoire distribuée selon la loi Binomiale de paramètres N et µ où µ = P(Y ≥ T).
Il est clair que si µ = 0, aucune donnée peut observé. Pour cela, nous supposons, dorénavant,
que µ 6= 0.
Par la loi forte des grands nombres on a, lorsque N tend vers ∞

µ̂n :=
n

N
→ µ,P− p.s.

La propriété i.i.d de l’échantillon observé de taille n déduite de celle de l’échantillon de taille
N a été prouvé par Lemdani et Ould Saïd [33].

Sous le modèle de troncature à gauche la distribution conjointe conditionnelle ( Stute[50])
d’un (Y, T ) observé devient

J∗(y, t) = P(Y ≤ y, T ≤ t)

= P(Y ≤ y, T ≤ t|Y ≥ T )

=
P(Y ≤ y, T ≤ t, Y ≥ T )

P(Y ≥ T )

=
P(Y ≤ y, T ≤ t, T ≤ y)

P(Y ≥ T )

= µ−1

∫ y

−∞
G(t ∧ u)dF (u),

où t ∧ u := min(t, u).
Les distributions marginales sont donc définies par

F ∗(y) = J∗(y,∞)

= µ−1

∫ y

−∞
G(u)dF (u)
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et

G∗(t) = J∗(∞, t)

= µ−1

∫ ∞
−∞

G(t ∧ u)dF (u)

= µ−1

∫ ∞
−∞

∫ t∧u

−∞
dG(v)dF (u)

= µ−1

∫ t

−∞
dG(v)

∫ ∞
v

dF (u)

= µ−1

∫ t

−∞
(1− F (v))dG(v),

où

µ = P(Y ≥ T )

= E(1{Y≥T})

= E
[
E(1{Y≥T}|Y )

]
=

∫
E(1{Y≥T}|Y = s)dF (s)

=

∫
P(Y ≥ T |Y = s)dF (s)

=

∫
P(T ≤ s)dF (s)

=

∫
G(s)dF (s)

Il est facile de montrer aussi que

µ =

∫
(1− F (s−))dG(s).

Les fonctions F ∗ et G∗ peuvent être estimées respectivement par

F ∗n(y) = n−1

n∑
i=1

1{Yi≤y} et G∗n(t) = n−1

n∑
i=1

1{Ti≤t}.

Il faut signaler que F ∗n et G∗n sont les estimateurs de F ∗ et G∗ mais ne sont en aucun cas
des estimateurs de F et G. Pour celles ci, Lynden-Bell [41] a obtenu des estimateurs non
paramétriques que nous introduisons par la suite.

Soit la fonction C(.) définie par
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C(y) = P(T ≤ y ≤ Y )

= P(T ≤ y ≤ Y |Y ≥ T )

:= G∗(y)− F ∗(y)

=
P(T ≤ y ≤ Y, Y ≥ T )

P(Y ≥ T )

=
P(T ≤ y ≤ Y )

P(Y ≥ T )

= µ−1P(T ≤ y)P(Y ≥ y)

= µ−1G(y)(1− F (y)) (2.1)

qui peut être estimée par

Cn(y) = G∗n(y)− F ∗n(y−)

= n−1

n∑
i=1

1{Ti≤y≤Yi}.

Lynden-Bell [41] a introduit les estimateurs de maximum de vraisemblance non paramé-
triques de F et G donnés de la façon suivante :
Il est connu que La fonction de hasard cumulée de Y est donnée par

Λ(y) =

∫ y

−∞

dF (t)

1− F (t)

= − log(1− F (t)),

qui son estimateur naturel est donné par

Λn(y) = − log(1− Fn(t)).

On peut facilement montrer que

Λn(y) =
1

n

n∑
1

1{Yi≤y}
Cn(Yi)

Donc

Fn(y) = 1− exp [−Λn(y)]

= 1− exp

[
− 1

n

n∑
1

1{Yi≤y}
Cn(Yi)

]

= 1− Πn
i=1 exp

[
− 1

n

1{Yi≤y}
Cn(Yi)

]
= 1− Πn

i|Yi≤y exp

[
1

n

1

Cn(Yi)

]
.
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Et comme

exp

[
1

n

1

Cn(Yi)

]
' 1− 1

nCn(Yi)

=
nCn(Yi)− 1

nCn(Yi)

on trouve que

Fn(y) = 1−
∏
i|Yi≤y

[
nCn(Yi)− 1

nCn(Yi)

]
.

On peut montrer aussi que

Gn(y) =
∏
i|Ti>y

[
nCn(Ti)− 1

nCn(Ti)

]
.

La relation (2.1) donne un estimateur de la probabilité µ

µn =
Gn(y) [1− Fn(y−)]

Cn(y)
.

He et Yang [26] ont montré que µn est équivalent à l’estimateur le plus familier étudié dans
la littérature

∫
Gn(x)dFn(x) pout tout y tel que Cn(y) > 0.

Il est clair que µn a une formule plus simple.

On définit maintenant, pour toute fonction de distribution L, les points finals suivants

aL = inf {y : L(y) > 0} et bL = sup {y : L(y) < 1} .

Par le corollaire de He et Yang [26], on a

µn −→ µ0 =

∫
G0(x)dF0(x) p.s lorsque n→∞,

où F0 et G0 sont les distributions conditionnelles définies par :

F0(x) = P(Y ≤ x|Y ≥ aG)

=
P(Y ≤ x, Y ≥ aG)

P(Y ≥ aG)
.

G0(x) = P(T ≤ x|T ≤ bF )

=
P(T ≤ x, T ≤ bF )

P(T ≤ bF )
.

Woodroofe [51] a montré en Théorème 2 la convergence uniforme de Fn vers F0 et de Gn

vers G0, où

supy|Fn(y)− F0(y)| P−p.s.−−−−→ 0 et supy|Gn(y)−G0(y)| P−p.s.−−−−→ 0.
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En plus, on peut remarquer que F est identifiable (F = F0) seulement lorsque aG ≤ aF et
G est identifiable (G = G0) seulement si bG ≤ bF . Par conséquent, µ est identifiable sous les
mêmes conditions.

Puisque N est inconnue et n est connue (même si elle est aléatoire) nos résultats ne
seront pas établis par rapport à la mesure de probabilité P (relative au N -échantillon), mais
on impliquera la probabilité conditionnelle P relative au n-échantillon. Aussi E et E dési-
gneront les espérances relatives à P et P respectivement.

Étant donné les triplets de variables aléatoires observées (Y1, X1, T1), · · · (Yn, Xn, Tn), où
les (Xi)1≤i≤n ont des valeurs dans F avec (F , d) est un espace semi métrique de dimension
infinie, et en combinant les idées de Ferraty et Vieu [25] et Ould Saïd et Lemdani [45],
l’estimateur à noyau de la fonction de régression généralisée mϕ est donné par∑n

i=1 ϕ(Yi)K (h−1d(x,Xi))G
−1
n (Yi)∑n

i=1K (h−1d(x,Xi))G−1
n (Yi)

,

avec K est une fonction noyau standard univariée et la fenêtre h := hn est une suite
de nombres réels strictement positifs qui jouent un rôle de paramètre de lissage et vérifiant
limn−→∞ hn = 0.

Notons que toutes les sommes contenant G−1
n (Yi) sont prises pour i tel que G−1

n (Yi) 6= 0.
Suivant Barrientos-Marin et al. [4] l’estimation locale linéaire de mϕ peut être vu comme la
solution du problème de minimisation suivant

min
(a,b)∈R2

n∑
i=1

(ϕ(Yi)− a− bβ(Xi, x))2K(h−1d(Xi, x))G−1
n (Yi), (2.2)

où β(., .) est une fonction réelle connue définie de F × F dans R telle que,
∀x ∈ F , β(x, x) = 0.
Soit

X ′ =

[
1 . . . 1

β(X1, x) . . . β(Xn, x)

]
, Y =

 ϕ(Y1)
...

ϕ(Yn)


W = diag(K(h−1d(Xi, x))G−1

n (Yi))

et
e1 = (1, 0) ∈ R2.

Par suite, d’après (2.2) une algèbre simple montre que m̂ϕ(x) peut être exprimé de même
que

m̂ϕ(x) = e′1 (X ′WX)
−1
X ′WY.

Par des calculs simples, on peut trouver la formule suivante de notre estimateur

m̂ϕ(x) =

∑n
i,j=1 Wij(x)ϕ(Yj)∑n

i,j=1Wij(x)

(
0

0
:= 0

)
, (2.3)

où

Wij(x) = β(Xi, x) (β(Xi, x)− β(Xj, x))K(h−1d(Xi, x))K(h−1d(Xj, x))G−1
n (Yi)G

−1
n (Yj).
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On va noter

β(Xi, x) (β(Xi, x)− β(Xj, x))K(h−1d(Xi, x))K(h−1d(Xj, x))

par ∆ij(x).

2.2 La convergence presque sûre ponctuelle
On examine le caractère asymptotique de l’estimateur local linéaire m̂ϕ(x) pour un point

fixé x dans F .
Tout d’abord, supposons que aG < aF et bG < bF et considérons deux nombres réels c et d
tels que aF < c < d < bF .
Pour tout réel positif h, soient B(x, h) := {y ∈ F�d(x, y) ≤ h} une boule fermée dans F
de centre x et rayon h, Φx(h, h

′) := P (h ≤ d(x,X) ≤ h′) et Φx(h) := Φx(0, h).

Ferraty et Vieu [25] ont expliqué dans leur livre le rôle majeur qu’il jouent les mesures
de proximités entre les objets mathématiques dans toutes les méthodes statistiques. Et en
déduire et dire, dans de nombreuses situations, une norme classique peut être utilisée pour
mesurer la proximité entre deux objets. Parce que dans un espace euclidien de dimension
finie, typiquement Rp, il y a une équivalence entre toutes les normes, le choix au sens ma-
thématique de ce genre de mesure n’est pas crucial à part de certaines contraintes pratiques
comme, par exemple, la facilité de calcul. Mais lorsque l’espace d’observations n’est pas de
dimension finie, l’équivalence entre les normes n’est plus vraie. Alors le choix de la norme
utilisée devient un élément crucial pour l’étude des variables aléatoires fonctionnelles. Plus
encore, considérer des espaces normés ou métriques peut devenir trop précis. Autre chose,
Il faut signaler qu’il est préféré d’utiliser une semi-métrique plutôt qu’une métrique. Le
premier argument que toute étude réalisée dans le cadre d’un espace semi-métrique s’ap-
plique immédiatement au cas d’un espace métrique. le deuxième argument les problèmes
liés à la grande dimension des données. L’analyse en Composantes Principales classique est
considérée comme un outil utile pour afficher les données dans un espace dimensionnel ré-
duit. Cette méthode nous montre des grands différences entre les deux approches ; la semi
métrique nous permet de voir beaucoup plus de structure dans les variables, par contre la
métrique ne révèle pas de structure forte dans la variable. Une discussion plus approfondie
de l’intérêt d’utiliser différents types de semi-métriques est présentée dans le même livre
(chapitre 3)

2.2.1 Hypothèses et résultats

La convergence presque sûre ponctuelle avec taux de l’estimateur local linéaire m̂ϕ de la
fonction de régression généralisée mϕ sera établie sous les hypothèses suivantes .
(H2.1) Pour tout h > 0; Φx(h) > 0.
(H2.2) Il existe b > 0 tel que pour tout x1, x2 ∈ B(x, h) ;

|mϕ(x1)−mϕ(x2)| ≤ Cxd
b(x1, x2)

où Cx est une constante positive dépend de x.
(H2.3) La fonction β(., .) est telle que

∃ 0 < M1 < M2,∀x′ ∈ F ,M1d(x, x′) ≤ |β(x, x′)| ≤M2d(x, x′).
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(H2.4) Le noyau K est une fonction positive et différentiable sur son support [0, 1].
(H2.5) La fenêtre h satisfait

lim
n→∞

h = 0 et lim
n→∞

(√
lnn

nΦx(h)

)
= 0.

(H2.6) Il existe un entier n0, tel que

∀n > n0,
1

Φx(h)

∫ 1

0

Φx(zh, h)
d

dz

(
z2K(z)

)
dz > 0.

(H2.7) h
∫
B(x,h)

β(u, x)dPX(u) = o
(∫

B(x,h)
β2(u, x)dPX(u)

)
,

où dPX est la distribution de X.
(H2.8) ∀m ≥ 2;σm : x 7−→ E(|ϕm(Y )||X) est un opérateur continu sur F .

Théorème 2.1 Sous les hypothèses (H2.1)-(H2.8), on a

m̂ϕ(x) −mϕ(x) = O(hb) +Op.s.

(√
lnn

nΦx(h)

)
.

Remarque 2.1 Rappelons que dans le cas où la variable explicative est multivariée, les
vitesses de convergence de l’estimateur non paramétrique sont exprimées en fonction d’un
terme de la forme hdn. Mais pour le cas fonctionnel, il faut noter que chaque résultat asymp-
totique traité dans ce contexte est directement lié à la mesure (par rapport à la distribution
de probabilité de X) d’une boule de centre x. Il vient que la fonction suivante : Φx(.) joue un
rôle crucial. Plus précisément, le point clé est le comportement de la fonction Φx(.) lorsque le
rayon de la boule tend vers zéro, et c’est la raison pourquoi on l’appelle fonction de probabi-
lité de petite boule. Pour bien comprendre l’idée, regardez par exemple le résultat fourni dans
le Théorème 2.1, mais gardez à l’esprit que tout dit ici concernera de manière équivalente
tous les autres taux de convergence étudiés dans la littérature. Le Théorème 2.1 a déclaré
que, dans des conditions appropriées, l’estimateur non paramétrique m̂ϕ converge vers mϕ

avec un taux de convergence de la forme

O(hb) +O

(√
lnn

nΦx(h)

)
.

Alors que la première composante provient du biais de l’estimation et dépend uniquement
sur la régularité de l’opérateur mϕ, la seconde vient de la variabilité de l’estimation et est
donc fortement liée à la concentration des données. Le paramètre de Lipschitz b défini dans
la condition (H1.2) est lié avec la régularité de mϕ, tandis que la fonction de probabilité
de petite boule Φx(h) mesure directement la concentration de la variable fonctionnelle X.
Moins les données fonctionnelles X1, · · · , Xn sont dispersées, plus l’estimateur sera efficace.
En d’autres termes, plus la variable aléatoire X est concentrée, plus la fonction de probabilité
de petite boule sera élevée et donc le taux de convergence de l’estimation fonctionnelle non
paramétrique sera plus rapide vers la vraie opérateur cible. A ce stade, il est naturel de
souhaiter que la fonction de probabilité de petite boule soit aussi élevée que possible pour
éviter d’éventuels effets de sur dispersion.
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Pour cette raison, il faut noter que la notion de concentration et donc la fonction Φx

elle-même est directement liée à la structure de l’espace F de sorte qu’on peut réduire les
éventuels de sur dispersion en changeant simplement la structure topologique sur l’espace F ,
c’est-à-dire en changeant la semi-métrique d. D’où, il convient de souligner que les rôles de
la distribution de probabilité de la variable fonctionnelle X et de la semi-métrique d sont
complètement indissociable dans le cadre statistique fonctionnel non paramétrique. Pour plus
d’études et exemples sur ce point on conseil le lecteur de lire le livre de Ferraty et Vieu [25].

2.2.2 Preuves

Preuve du Théorème 2.1 : Pour prouver le Théorème 2.1 nous avons besoin de pseudo-
estimateurs suivants

rl(x) =
µ2
n

n(n− 1)E (∆12(x))

∑
i 6=j

G−1
n (Yi)G

−1
n (Yj)∆ij(x)ϕl(Yj) (2.4)

et
m̃l(x) =

µ2

n(n− 1)E (∆12(x))

∑
i 6=j

G−1(Yi)G
−1(Yj)∆ij(x)ϕl(Yj), (2.5)

pour l = 0, 1.
Considérant la décomposition :

m̂ϕ(x)−mϕ(x) =
r1(x)

r0(x)
−mϕ(x) (2.6)

=
r1(x)

r0(x)
+
mϕ(x)

r0(x)
+
mϕ(x)

r0(x)
−mϕ(x)

=
1

r0(x)
{r1(x)−mϕ(x)}+

mϕ(x)

r0(x)
{−r0(x) + 1}

=
1

r0(x)
{r1(x)− m̃1(x)}+

1

r0(x)
{m̃1(x)− E(m̃1(x))}

+
1

r0(x)
{E(m̃1(x))−mϕ(x)}

+
mϕ(x)

r0(x)
{(m̃0(x)− r0(x)) + (E(m̃0(x))− m̃0(x)) + (−E(m̃0(x)) + 1)} .

En plus, dans la suite, on va noter pour tout x ∈ F , et pour tout i = 1, . . . , n

Ki(x) := K
(
h−1d(x,Xi)

)
et βi(x) := β(Xi, x).

Pour simplifier les choses, nous allons besoin aussi aux lemmes suivants

Lemme 2.1 Sous les conditions (H2.1)-(H2.8), nous obtenons

|rl(x)− m̃l(x)| = Op.s.

(√
lnn

nΦx(h)

)
.
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Preuve du Lemme 2.1 : On a

|rl(x)− m̃l(x)| = | µ2
n

n(n− 1)E (∆12(x))

∑
i 6=j

G−1
n (Yi)G

−1
n (Yj)∆ij(x)ϕl(Yj)

− µ2

n(n− 1)E (∆12(x))

∑
i 6=j

G−1(Yi)G
−1(Yj)∆ij(x)ϕl(Yj)|

=

∣∣∣∣∣∑
i 6=j

∆ij(x)ϕl(Yj)

n(n− 1)E (∆12(x))

(
µ2
n

Gn(Yi)Gn(Yj)
− µ2

G(Yi)G(Yj)

)∣∣∣∣∣
= |

∑
i 6=j

∆ij(x)ϕl(Yj)

n(n− 1)E (∆12(x))

×
(

µ2
n

Gn(Yi)Gn(Yj)
− µ2

G(Yi)G(Yj)
− µ2

Gn(Yi)Gn(Yj)
+

µ2

Gn(Yi)Gn(Yj)

)
|

≤

[
|µ2
n − µ2|
G2
n(aF )

+ µ2

(
supy∈[c,d] |G2

n(y)−G2(y)|
G2(aF )G2

n(aF )

)]

×

∣∣∣∣∣∑
i 6=j

∆ij(x)ϕl(Yj)

n(n− 1)E (∆12(x))

∣∣∣∣∣
D’après le Théorème (3.2) de He et Yang [26] on a, |µn − µ| = Op.s(n

−1/2), alors que la
remarque (6) de Woodroofe [51] donne |Gn(aF ) − G(aF )| = Op.s(n

−1/2) qui est négligeable

par rapport à O

(√
ln(n)

nΦx(h)

)
et d’autre part,

sup
y∈[c,d]

|Gn(y)−G(y)| = O(n−1/2), P− p.s..

Pour la suite de la preuve, on doit noter que Leulmi et Messaci [38] ont montré que

∑
i 6=j

∆ij(x)ϕl(Yj)

n(n− 1)E (∆12(x))
− E

(∑
i 6=j

∆ij(x)ϕl(Yj)

n(n− 1)E (∆12(x))

)
= Op.co

(√
lnn

nΦx(h)

)
,

voir le Lemme 1.3. D’où

|rl(x)− m̃l(x)| = Op.s.

(√
lnn

nΦx(h)

)
.

Lemme 2.2 Supposons que les conditions (H2.1)-(H2.5) sont vérifiées, on a

|E(m̃1(x))−mϕ(x)| = O(hb).
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Preuve du Lemme 2.2 : On a

E(m̃1(x)) = E

(
µ2

n(n− 1)E (∆12(x))

∑
i 6=j

G−1(Yi)G
−1(Yj)∆ij(x)ϕ(Yj)

)

=
µ2

E (∆12(x))
E
(

1

G(Y1)G(Y2)
∆12(x)ϕ(Y2)

)
=

µ2

E (∆12(x))
E
[
E

(
∆12(x)ϕ(Y2)

1

G(Y1)G(Y2)
|σ(X1, Y1, X2, Y2)

)]
=

µ2

E (∆12(x))
E
[
E
(

∆12(x)ϕ(Y2)
1{Y1≥T1}1{Y2≥T2}
µ2G(Y1)G(Y2)

|σ(X1, Y1, X2, Y2)

)]
=

µ2

E (∆12(x))
E
[

∆12(x)ϕ(Y2)

µ2G(Y1)G(Y2)
E
(
1{Y1≥T1}1{Y2≥T2}|σ(X1, Y1, X2, Y2)

)]
=

1

E (∆12(x))
E (∆12(x)ϕ(Y2))

=
1

E (∆12(x))
E [∆12(x)E (ϕ(Y2)|X2)] .

On peut écrire alors sous (H2.4)

|mϕ(x)− E(m̃1(x))| =
1

|E (∆12(x)) |
|E (∆12(x) (mϕ(x)−mϕ(X2))) |

≤ sup
x′∈B(x,h)

|mϕ(x)−mϕ(x′)|.

En utilisant (H2.2), on obtient

|E(m̃1(x))−mϕ(x)| = O(hb).

Lemme 2.3 i) Si les hypothèses (H2.1)-(H2.8) sont satisfaites, alors

m̃1(x)− E(m̃1(x)) = Op.co

(√
lnn

nΦx(h)

)
.

ii) Sous (H2.1), (H2.3)-(H2.7), on a

m̃0(x)− 1 = Op.co

(√
lnn

nΦx(h)

)
et

∃ϑ > 0, tel que

∞∑
n=1

P (m̃0(x) < ϑ) <∞.

Preuve du Lemme 2.3 : Remarquant que ;

m̃1(x) = Q(x) [M2,1(x)M4,0(x)−M3,1(x)M3,0(x)] ,

où pour p = 2, 3, 4 et l = 0, 1,

Q(x) =
n2h2Φ2

x(h)

n(n− 1)E (∆12(x))
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et

Mp,l(x) =
1

nΦx(h)

n∑
i=1

µKi(x)βp−2
i (x)ϕl(Yi)

hp−2G(Yi)
.

Alors, on a

m̃1(x)− E (m̃1(x)) = Q(x) {M2,1(x)M4,0(x)− E (M2,1(x)M4,0(x))}
− Q(x) {M3,1(x)M3,0(x)− E (M3,1(x)M3,0(x))}

et comme

M2,1(x)M4,0(x)− E (M2,1(x)M4.0(x)) = (M2,1(x)− E(M2,1(x))) (M4,0(x)− E(M4,0(x)))

+ (M2,1(x)− E(M2,1(x)))E(M4,0(x))

+ (M4,0(x)− E(M4,0(x)))E(M2,1(x))

+ E(M2,1(x))E(M4,0(x))− E(M2,1(x)M4,0(x))

et aussi

M3,1(x)M3,0(x)− E (M3,1(x)M3.0(x)) = (M3,1(x)− E(M3,1(x))) (M3,0(x)− E(M3,0(x)))

+ (M3,1(x)− E(M3,1(x)))E(M3,0(x))

+ (M3,0(x)− E(M3,0(x)))E(M3,1(x))

+ E(M3,1(x))E(M3,0(x))− E(M3,1(x)M3,0(x)).

Nous allons démontrer que pour p = 2, 3, 4 et l = 0, 1

Q(x) = O(1),

E(Mp,l(x)) = O(1),

E(M2,1(x))E(M4,0(x))− E(M2,1(x)M4,0(x)) = O

(√
lnn

nΦx(h)

)
,

E(M3,1(x))E(M3,0(x))− E(M3,1(x)M3,0(x)) = O

(√
lnn

nΦx(h)

)
,

Mp,l(x)− E(Mp,l(x)) = Op.co

(√
lnn

nΦx(h)

)
.

– Traitement du terme Q(x)
On a déjà vu dans le chapitre précédent comment montrer que

Q(x) = O(1).

– Sous (H2.1)-(H2.4), on peut facilement avoir pour p = 2, 3, 4 et l = 0, 1

E(Mp,l(x)) = E

(
1

Φx(h)

n∑
i=1

µKi(x)βp−2
i (x)ϕl(Yi)

hp−2G(Yi)

)

= µh2−pΦ−1
x (h)E

[
E
(
K1(x)βp−2

1 (x)ϕl(Y1)
1{Y1T1}
µG(Y1)

|σ(X1, Y1)

)]
= h2−pΦ−1

x (h)E
(
K1(x)βp−2

1 (x)ϕl(Y1)
)

= h2−pΦ−1
x (h)E

(
K1(x)βp−2

1 (x)ml
ϕ(X1)

)
.
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Le Lemme 1.2 (i) et la condition (H2.2) nous permettent d’avoir

E(Mp,l(x)) = O(1).

– Passant à traiter le terme E(M2,1(x))E(M4,0(x))− E(M2,1(x)M4,0(x))
D’un part, on a

E(M2,1(x))E(M4,0(x)) =
µ2

n2h2Φ2
x(h)

n∑
i=1

n∑
j=1

E
(
Ki(x)β2

i (x)

G(Yi)

)
E
(
Kj(x)ϕ(Yj)

G(Yj)

)
=

µ2

h2Φ2
x(h)

E
(
K1(x)β2

1(x)

G(Y1)

)
E
(
K1(x)ϕ(Y1)

G(Y1)

)
et d’autre part, on a

E(M2,1(x)M4,0(x)) =
µ2

n2h2Φ2
x(h)

n∑
i=1

n∑
j=1

E
(
Ki(x)β2

i (x)Kj(x)ϕ(Yj)

G(Yi)G(Yj)

)

=
µ2

n2h2Φ2
x(h)

n∑
i=j=1

E
(
K2
i (x)β2

i (x)ϕ(Yi)

G2(Yi)

)
+

µ2

n2h2Φ2
x(h)

∑
i 6=j

E
(
Ki(x)β2

i (x)Kj(x)ϕ(Yj)

G(Yi)G(Yj)

)

≤ µ2

G2(aF )n2h2Φ2
x(h)

n∑
i=j=1

E
(
K2
i (x)β2

i (x)ϕ(Yi)
)

+
µ2

n2h2Φ2
x(h)

∑
i 6=j

E
(
Ki(x)β2

i (x)Kj(x)ϕ(Yj)

G(Yi)G(Yj)

)
= O((nΦx(h))−1) +

µ2(n2 − n)

n2h2Φ2
x(h)

E
(
K1(x)β2

1(x)

G(Y1)

)
E
(
K1(x)ϕ(Y1)

G(Y1)

)
.

Alors, on peut écrire

E(M2,1(x))E(M4,0(x))− E(M2,1(x)M4,0(x)) =

(
1− n(n− 1)

n2

)
µ2h−2Φ−2

x (h)

E
(
K1(x)β2

1(x)

G(Y1)

)
E
(
K1(x)ϕ(Y1)

G(Y1)

)
+ O((nΦx(h))−1).

En utilisant les mêmes arguments que précédemment, on obtient

E(M2,1(x))E(M4,0(x))− E(M2,1(x)M4,0(x)) = O((nΦx(h))−1),

qui est négligeable par rapport à O
(√

lnn
nΦx(h)

)
, sous (H2.5).

– En utilisant les mêmes étapes, on peut prouver que

E(M3,1(x))E(M3,0(x))− E(M3,1(x)M3,0(x)) = O

(√
lnn

nΦx(h)

)
.
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– Traitement du terme Mp,l(x)− E(Mp,l(x))
On pose

Mp,l(x)− E(Mp,l(x)) =
1

n

n∑
i=1

Z
(p,l)
i (x),

où

Z
(p,l)
i (x) =

1

hp−2Φx(h)

{
µKi(x)βp−2

i (x)ϕl(Yi)

G(Yi)
− E

(
µKi(x)βp−2

i (x)ϕl(Yi)

G(Yi)

)}
.

Afin d’appliquer une inégalité exponentielle, on concentre sur les moments absolus de
la v.a.r. Zi(x).

E|
{
Z

(p,l)
i (x)

}m
| = h(−p+2)mΦ−mx (h)E|

m∑
k=0

Cm
k (−1)m−k

(
µKi(x)βp−2

i (x)ϕl(Yi)

G(Yi)

)k

×
(
E
[
µKi(x)βp−2

i (x)ϕl(Yi)

G(Yi)

])m−k
|

≤ h(−p+2)mΦ−mx (h)
m∑
k=0

Cm
k E

(
µkKk

i (x)β
(p−2)k
i (x)ϕlk(Yi)

Gk(Yi)

)
∣∣∣∣E(µKi(x)βp−2

i (x)ϕl(Yi)(Xi)

G(Yi)

)∣∣∣∣m−k
(2.7)

On remarque que sous (H2.2) et (H2.8), on a, pour tout k > 0,

E

(
µkKk

i (x)β
(p−2)k
i (x)ϕlk(Yi)

Gk(Yi)

)
≤ Cµk

Gk(aF )
E
(
Kk
i (x)β

(p−2)k
i (x)

)
et ∣∣∣∣E(µKi(x)βp−2

i (x)ϕl(Yi)

G(Yi)

)∣∣∣∣m−k ≤ C
∣∣E (Ki(x)βp−2

i (x)
)∣∣m−k .

Cette dernière combinée avec (2.7) et Lemme 1.2-(i), nous permettent d’écrire

E|
{
Z

(p,l)
i (x)

}m
| = O(h(−p+2)mΦ−mx (h)

m∑
k=0

Cm
k E[Kk

i (x)β
(p−2)k
i (x)]|E[Ki(x)βp−2

i (x)]|m−k)

= O

(
max

k∈{0,··· ,m}
Φ(−k+1)
x (h)

)
= O

(
Φ(−m+1)
x (h)

)
.

Finalement, il suffit d’appliquer le Corollaire A.8 de Ferraty et Vieu [25]–(ii) (rappelé
en Proposition 5 dans l’Annexe) avec a2

n = Φ
(−1)
x (h) on obtient, pour p ∈ {2, 3, 4} et

l ∈ {0, 1}}

Mp,l(x)− E(Mp,l(x)) = Op.co

(√
lnn

nΦx(h)

)
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Pour prouver la deuxième partie du Lemme, il suffit de remarquer que

E (m̃0(x)) = 1.

En effet

E (m̃0(x)) = E

(
µ2

n(n− 1)E (∆12(x))

∑
i 6=j

G−1(Yi)G
−1(Yj)∆ij(x)

)

=
µ2

n(n− 1)E (∆12(x))
E
(

1

G(Y1)G(Y2)
∆12(x)

)
=

µ2

E (∆12(x))
E
[
E
(

∆12(x)
1{Y1≥T1}1{Y2≥T2}
µ2G(Y1)G(Y2)

|σ(X1, Y1, X2, Y2)

)]
=

1

E (∆12(x))
E (∆12(x))

= 1,

et cela nous amène à obtenir le dernier résultat.

2.3 La convergence presque sûre uniforme
Dans la section suivante, on va examiner la convergence presque sûre uniforme de l’es-

timateur proposé sur un sous ensemble SF de F , tel que SF ⊂
⋃dn
k=1B(xk, rn), où xk ∈ SF

et rn (respectivement dn) est une suite de nombres réels (respectivement entiers) positifs.
Pour cela, nous avons besoin des hypothèses suivantes

2.3.1 Hypothèses et résultats

(U2.1) Il existe une fonction différentiable Φ et des constantes strictement positives C,C1

et C2 telles que

∀x ∈ SF ,∀h > 0; 0 < C1Φ(h) ≤ Φx(h) ≤ C2Φ(h) <∞

et
∃ η0 > 0,∀η < η0,Φ

′(η) < C,

où Φ′ est la dérivée première de Φ avec Φ(0) = 0.
(U2.2) La fonction de régression généralisée mϕ satisfait

∃ Cx > 0,∃b > 0,∀x ∈ SF , x′ ∈ B(x, h), |mϕ(x)−mϕ(x′)| ≤ Cxd
b(x, x′).

(U2.3) La fonction β(., .) satisfait (H2.3) uniformément en x et la condition de Lipschitz
suivante

∃ C > 0,∀x1 ∈ SF , x2 ∈ SF , x ∈ F , |β(x, x1)− β(x, x2)| ≤ Cd(x1, x2).

(U2.4) Le noyau K satisfait (H2.4) et est Lipschitzien sur [0, 1].
(U2.5) limn−→∞ h = 0, et pour rn = O

(
lnn
n

)
, on a pour n suffisamment grand

(lnn)2

nΦ(h)
< ln dn <

nΦ(h)

lnn
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et
∞∑
n=1

d(1−β)
n <∞ pour certain β > 1.

(U2.6) La fenêtre h satisfait : ∃ n0 ∈ N,∃ C > 0, tels que

∀n > n0,∀x ∈ SF ,
1

Φx(h)

∫ 1

0

Φx(zh, h)
d

dz
(z2K(z))dz > C > 0

et
h

∫
B(x,h)

β(u, x)dPX(u) = o

(∫
B(x,h)

β2(u, x)dPX(u)

)
uniformément en x.
(U2.7) ∃ C > 0 tel que ∀m ≥ 2 : E(|ϕm(Y )||X = x) < υm(x) < C <∞ avec υm(.) continue
sur SF . Maintenant nous sommes prêts de donner le résultat principal dans cette section.

Théorème 2.2 Sous les hypothèses (U2.1)-(U2.7), on a

sup
x∈SF
|m̂ϕ(x)−mϕ(x)| = O(hb) +Op.s

(√
ln dn
nΦ(h)

)
.

Remarque 2.2 Ce résultat montre que le taux de convergence obtenu pour les données
tronquées à gauche est le même à celui qui est été obtenu pour les données complètes.

2.3.2 Preuves

Preuve du Théorème 2.2 La démonstration du Théorème 2.2 est basée sur la décompo-
sition (2.6) et les Lemmes suivants

Lemme 2.4 Sous les hypothèses (U2.1)-(U2.7), on a

sup
x∈SF
|rl(x)− m̃l(x)| = Op.s.

(√
ln dn
nΦ(h)

)
.

Preuve du Lemme 2.4 En suivant les mêmes étapes de la preuve du Lemme (2.1) et pour
le terme ∣∣∣∣∣∑

i 6=j

1

n(n− 1)E (∆12(x))
∆ij(x)ϕl(Yi)

∣∣∣∣∣
on va utiliser les résultats des Lemmes 1.6 et 1.7 qui nous donnent que

sup
x∈SF

∣∣∣∣∣∑
i 6=j

∆ij(x)ϕl(Yi)

n(n− 1)E (∆12(x))
− E

(∑
i 6=j

∆ij(x)ϕl(Yi)

n(n− 1)E (∆12(x))

)∣∣∣∣∣ = Op.co

(√
ln dn
nΦ(h)

)
.

D’où on obtient nos résultat.

Lemme 2.5 Sous les hypothèses (U2.1),(U2.2) et (U2.4), on obtient que

sup
x∈SF
|E(m̃1(x))−mϕ(x)| = O(hb).
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Preuve du Lemme 2.5 La preuve est similaire à celle du Lemme (2.2).

Lemme 2.6 i) Sous les hypothèses (U2.1)-(U2.7), on a

sup
x∈SF
|m̃1(x)− E(m̃1(x))| = Op.co

(√
ln dn
nΦ(h)

)
.

ii) Si (U2.1), (U2.3)-(U2.6) sont satisfaites, on obtient

sup
x∈SF
|m̃0(x)− 1| = Op.co

(√
ln dn
nΦ(h)

)
et

∃ϑ > 0, tel que
∞∑
n=1

P
(

inf
x∈SF

m̃0(x) < ϑ

)
<∞.

Preuve du Lemme 2.6 Comme nous avons déjà fait dans la démonstration du Lemme
2.3, on considère la décomposition

m̃1(x) = Q(x) [M2,1(x)M4,0(x)−M3,1(x)M3,0(x)] ,

où, pour p = 2, 3, 4 et l = 0, 1,

Q(x) =
n2h2Φ2

x(h)

n(n− 1)E (∆12(x))

et

Mp,l(x) =
1

nΦx(h)

n∑
i=1

µKi(x)βp−2
i (x)ϕl(Yi)

hp−2G(Yi)
.

Suivant les mêmes étapes que précédemment et en utilisant le Lemme 1.5 au lieu de Lemme
1.2, on obtient sous (U2.1)-(U2.4) et (U2.6)

sup
x∈SF

Q(x) = O(1),

sup
x∈SF

E(Mp,l(x)) = O(1)

pour p = 2, 3, 4 et l = 0, 1,

sup
x∈SF
|E(M2,1(x))E(M4,0(x))− E(M2,1(x)M4,0(x))| = O

(
1

nΦ(h)

)
;

et
sup
x∈SF
|E(M3,1(x))E(M3,0(x))− E(M3,1(x)M3,0(x))| = O

(
1

nΦ(h)

)
;

qui est en utilisant la condition (U2.5), égal à O
(√

ln dn
nΦ(h)

)
.

Maintenant, on va prouver que

sup
x∈SF
|Mp,l(x)− E(Mp,l(x))| = Op.co

(√
ln dn
nΦ(h)

)
.
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Nous allons besoin de la décomposition suivante :
Soit j(x) = arg minj∈{1,2,...,dn} d(x, xj).
On a

sup
x∈SF
|Mp,l(x)− E(Mp,l(x))| = sup

x∈SF
|Mp,l(x)−Mp,l(xj(x))|

+ sup
x∈SF
|Mp,l(xj(x))− E(Mp,l(xj(x)))|

+ sup
x∈SF
|E(Mp,l(xj(x)))− E(Mp,l(x))|

:= Dp,l
1 +Dp,l

2 +Dp,l
3 .

Maintenant, on va étudier chacun des termes Dp,l
k pour k = 1, 2, 3

Commençant par Dp,l
1 ,

comme le support de K est [0, 1] et en utilisant (U2.1), on peut écrire pour tout p = 2, 3, 4

Dp,l
1 ≤ Cµ

nhp−2Φ(h)G(aF )
sup
x∈SF

n∑
i=1

|Ki(x)βp−2
i (x)ϕl(Yi)1B(x,h)(Xi)

− Ki(xj(x))β
p−2
i (xj(x))ϕ

l(Yi)1B(xj(x),h)(Xi)|

≤ C

nhp−2Φ(h)
sup
x∈SF

n∑
i=1

Ki(x)1B(x,h)|ϕl(Yi)||βp−2
i (x)− βp−2

i (xj(x))1B(xj(x),h)(Xi)|

+
C

nhp−2Φ(h)
sup
x∈SF

n∑
i=1

βp−2
i (xj(x))1B(xj(x),h)(Xi)|ϕl(Yi)||Ki(x)1B(x,h)(Xi)−Ki(xj(x))|

:= Dp,l
1.1 +Dp,l

1.2.

– Analysant le terme Dp,l
1.1.

Selon la condition (U2.3), on obtient

1B(x,h)|βi(x)−βi(xj(x))1B(xj(x),h)(Xi)| ≤ Crn1B(x,h)∩B(xj(x),h)(Xi)+Ch1B(x,h)∩B(xj(x),h)(Xi)

et

1B(x,h)|β2
i (x)−β2

i (xj(x))1B(xj(x),h)(Xi)| ≤ Crnh1B(x,h)∩B(xj(x),h)(Xi)+Ch
21B(x,h)∩B(xj(x),h)(Xi).

En regroupant les cas p = 3 et p = 4, on trouve

1B(x,h)|βp−2
i (x)− βp−2

i (xj(x))1B(xj(x),h)(Xi)| ≤ Crnh
p−31B(x,h)∩B(xj(x),h)(Xi)

+ Chp−21B(x,h)∩B(xj(x),h)(Xi),

qui nous donne

Dp,l
1.1 ≤

Crn
nhΦ(h)

sup
x∈SF

n∑
i=1

|ϕl(Yi)|Ki(x)1B(x,h)∩B(xj(x),h)(Xi) (2.8)

+
C

nΦ(h)
sup
x∈SF

n∑
i=1

|ϕl(Yi)|Ki(x)1B(x,h)∩B(xj(x),h)(Xi)
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– Passant à étudier le terme Dp,l
1.2.

En utilisant l’inégalité suivante

1B(xj(x),h)(Xi)|Ki(x)1B(x,h)(Xi)−Ki(xj(x))1B(x,h)∪B(x,h)(Xi)|
≤ 1B(x,h)∩B(xj(x),h)(Xi)|Ki(x)−Ki(xj(x))|+Ki(xj(x))1B(xj(x),h)∩B(x,h)(Xi).

Les hypothèses (U2.3) et (U2.4) nous permettent d’écrire

βp−2
i (xj(x))1B(xj(x),h)(Xi)|Ki(x)1B(x,h)(Xi)−Ki(xj(x))|

≤ Chp−2
[rn
h

1B(x,h)∩B(xj(x),h)(Xi) +Ki(xj(x))1B(xj(x),h)∩B(x,h)(Xi)
]
,

qui nous amène à

Dp,l
1.2 ≤

Crn
nhΦ(h)

sup
x∈SF

n∑
i=1

|ϕl(Yi)|1B(x,h)∩B(xj(x),h)(Xi) (2.9)

+
C

nΦ(h)
sup
x∈SF

n∑
i=1

|ϕl(Yi)|Ki(xj(x))1B(x,h)∩B(xj(x),h)(Xi).

Lorsque nous combinons les inégalités (2.7) et (2.8), on obtient

Dp,l
1 ≤ Crn

nhΦ(h)
sup
x∈SF

n∑
i=1

|ϕl(Yi)|1B(x,h)∩B(xj(x),h)(Xi)

+
C

nΦ(h)
sup
x∈SF

n∑
i=1

|ϕl(Yi)|Ki(xj(x))1B(x,h)∩B(xj(x),h)(Xi)

+
C

nΦ(h)
sup
x∈SF

n∑
i=1

|ϕl(Yi)|Ki(x)1B(x,h)∩B(xj(x),h)(Xi)

Prenant en compte l’hypothèse (U2.4), on trouve

Dp,l
1 ≤

Crn
nhΦ(h)

sup
x∈SF

n∑
i=1

|ϕl(Yi)|1B(x,h)∪B(xj(x),h)(Xi). (2.10)

Prenant
Zi =

Crn
hΦ(h)

|ϕl(Yi)| sup
x∈SF

1B(x,h)∪B(xj(x),h)(Xi).

L’hypothèse (U2.7) nous permet d’écrire

E|Zm
1 | ≤

Crmn
hmΦm−1(h)

. (2.11)

En utilisant le Corollaire (A.8) dans Ferraty et Vieu [25]-ii) (Voir Proposition 5 dans l’An-
nexe) avec a2

n = rn
hΦ(h)

, on obtient

1

n

n∑
i=1

Zi = E(Z1) +Op.co

(√
rn lnn

nhΦ(h)

)
.
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En appliquant (2.11) une autre fois (pour m = 1), on obtient

Dp,l
1 = O

(rn
h

)
+Op.co

(√
rn lnn

nhΦ(h)

)
.

Prenant en compte cette dernière avec l’hypothèse (U2.5) et la deuxième partie de la condi-
tion (U2.1), on obtient

Dp,l
1 = Op.co

(√
ln dn
nΦ(h)

)
. (2.12)

Pour le terme Dp,l
3 , comme

Dp,l
3 ≤ E

(
sup
x∈SF
|Mp,l(x)−Mp,l(xj(x))|

)
,

donc

Dp,l
3 = Op.co

(√
ln dn
nΦ(h)

)
. (2.13)

Et finalement pour le terme Dp,l
2 , on a

pour tout η > 0

P

(
Dp,l

2 > η

√
ln dn
nΦ(h)

)
= P

(
max

j∈{1,...,dn}
|Mp,l(xj(x))− E(Mp,l(xj(x)))| > η

√
ln dn
nΦ(h)

)
≤ dn

× max
j∈{1,...,dn}

P

(
|Mp,l(xj(x))− E(Mp,l(xj(x)))| > η

√
ln dn
nΦ(h)

)
.

Prenant pour p = 2, 3, 4

∆p,i =
1

hp−2Φx(h)

[
Ki(xj(x))β

p−2
i (xj(x))ϕ

l(Yi)− E(Ki(xj(x))β
p−2
i (xj(x))ϕ

l(Yi))
]

En utilisant les moments d’ordre m et les hypothèses (U2.1),(U2.2) et (U2.7), on obtient
pour p = 2, 3, 4

E|∆p,i|m = O(Φ−m+1(h)).

On peut appliquer l’inégalité de Bernstein-type comme déjà fait en Corollaire (A.8) (i dans
Ferraty et Vieu [25], on obtient

P

(
1

n

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∆p,i

∣∣∣∣∣ > η

√
ln dn
nΦ(h)

)
≤ 2exp

(
−Cη2 ln dn

)
.

Donc, en choisissant β tel que Cη2 = β, on obtient

P

(
Dp,l

2 > η

√
ln dn
nΦ(h)

)
≤ Cd1−β

n .
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De là, l’hypothèse (U2.5) nous permet d’écrire

Dp,l
2 = Op.co

(√
ln dn
nΦ(h)

)
. (2.14)

Finalement, le résultat du Lemme 2.6 est une conséquence des relations (2.12),(2.13) et
(2.14).
La deuxième partie du Lemme 2.6 peut être directement déduite d’après la preuve de la
première telle que

infx∈SF m̃0(x) < 1
2
⇒ ∃x ∈ SF tel que

1− m̃0(x) >
1

2
⇒ sup

x∈SF
|1− m̃0(x)| > 1

2

⇒
∞∑
n=1

P
(

inf
x∈SF

m̃0(x) <
1

2

)
<∞.
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3
Estimation locale linéaire du quantile

conditionnel pour des données tronquées à
gauche

Un problème statistique bien connu consiste à étudier le lien entre deux variables afin de
prédire l’une d’entre elles (la variable de réponse) étant donné une nouvelle valeur

pour l’autre (la variable explicative). Ce problème a été largement étudié pour des variables
réelles ou multivariées, mais il se produit aussi évidemment avec des variables fonctionnelles.
Il existe plusieurs façons d’aborder le paramètre de prédiction, l’une des plus populaires est
certainement la méthode de régression qui est basée sur l’espérance conditionnelle comme
on a déjà vu dans les chapitres 1 et 2. Une autre technique alternative qui a été largement
étudiée dans des situations multivariées est le quantile conditionnel et notre objectif est de
les adapter à la situation où les variables explicatives sont de dimension infinie. Il est connu
que l’estimation du quantile conditionnel conduit à l’estimation de la fonction de distribution
cumulative conditionnelle. L’objectif principal de ce chapitre est de proposer un estimateur
local linéaire et étudier la convergence presque sûre avec taux de cette méthode de prédiction
lorsque la variable de réponse est réelle et soumise à une troncature à gauche et la variable
explicative est fonctionnelle.

3.1 Modélisation
Soient (Xi, Yi) , i = 1, . . . , N , N couples de variables aléatoires i.i.d. distribués selon

(X, Y ) qui prend ses valeurs dans F × R, où F est un espace semi métrique muni d’une
semi métrique d. Y a pour f.r. inconnue F .

Soit T une autre v.a.r. de de f.r inconnue G et (Ti)i=1,...,N un échantillon de N variables
aléatoires i.i.d. distribués selon T . T est supposée indépendante de (X, Y ). N est inconnue
mais déterministe. Sous la troncature à gauche, le temps de survie Yi et la variable de
troncature Ti sont observables seulement si Yi ≥ Ti. On va noter (Yi, Ti), i = 1, 2, . . . , n(n ≤
N) l’échantillon vraiment observé. La taille de cet échantillon n, comme conséquence de
troncature, est une v.a de loi Binomiale de paramètres N et µ = P(Y ≥ T ). Il est clair que
si µ = 0, aucune donnée peut observer, et pour cela, on suppose toujours que µ > 0.
Par la loi forte des grands nombres, on a

µ̂n :=
n

N
→ µ,P− p.s.
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On doit dire que si (Yi, Ti), i = 1, 2, . . . , N sont i.i.d., alors l’échantillon observé (Yi, Ti),
i = 1, 2, . . . , n reste i.i.d. ( Lemdani et Ould saïd [33]).
Sous la troncature à gauche, suivant Stute [50], les f.r.s de Y et T sont définies respectivement
par

F ∗(y) = µ−1

∫ y

−∞
G(u)dF (u) et G∗(t) = µ−1

∫ ∞
−∞

G(t ∧ u)dF (u),

où t ∧ u = min(t, u).
Ses estimateurs empiriques sont donnés par

F ∗n(y) = n−1

n∑
i=1

1{Yi≤y} et G∗n(t) = n−1

n∑
i=1

1{Ti≤t}.

Définissant

C(y) := G∗(y)− F ∗(y)

= µ−1G(y)(1− F (y)),

l’estimateur empirique de C(y) est défini par

Cn(y) = n−1

n∑
i=1

1{Ti≤y≤Yi}.

Les estimateurs de maximum de vraisemblance de F et G sont respectivement donnés par

Fn(y) = 1−
∏

i/Yi≤y

[
nCn(Yi)− 1

nCn(Yi)

]
et Gn(y) =

∏
i/Ti>y

[
nCn(Ti)− 1

nCn(Ti)

]
.

D’après He et Yang [26], µ peut être estimée par

µn = C−1
n (y)Gn(y)(1− Fn(y)),

et ils ont prouvé qu’elle n’est pas dépendante de y et sa valeur peut être calculée pour
n’importe valeur de y telle que Cn(y) > 0.
Nos résultats seront énoncés par rapport à la probabilité conditionnelle P(.) relative au
n-échantillon, au lieu de la mesure de probabilité P(.) relative au N -échantillon. On note
ainsi par E et E les espérances respectives de P(.) et P(.).
Pour toute f.r. L, soient aL = inf {y : L(y) > 0} et bL = sup {y : L(y) < 1} ses points finaux.
Les propriétés asymptotiques de Fn, Gn et µn sont obtenues seulement si aG ≤ aF et bG ≤ bF ,
c’est pourquoi nous considérons cette condition très importante dans le modèle de tronca-
ture.
On prend les deux nombres réels c et d tels [c, d] ⊂ [aF , bF ], on va utiliser cette inclusion
dans l’étude de la consistance uniforme de la distribution G(.) de la variable de troncature
T qui s’exprime sur un ensemble compact (voir Remarque 6 de Woodroofe [51]) et dans
l’étude de la convergence uniforme de la f.r. conditionnelle F (y|x) sur y ∈ [c, d].

Rappelons que F (y|x) est définie, pour tout x ∈ F , par

F (y|x) = E
(
1{Y≤y}|X = x

)
.
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Un estimateur à noyau dans le cas du modèle de troncature à gauche a été proposé par Helal
et Ould Saïd [27], il est donné par

F̂n(y|x) =

∑n
i=1G

−1
n (Yi)K

(
h−1
K d(Xi, x)

)
H(h−1

H (y − Yi))∑n
i=1 K

(
h−1
K d(Xi, x)

)
G−1
n (Yi)

, (3.1)

où K est une fonction noyau, H est une fonction de distribution (H(y) =
∫ y
−∞H

′(u)du où
H ′ est un noyau de type 0) et la fenêtre hK := hK,n (resp. hH := hH,n) est une suite de
nombres réels positifs qui jouent un rôle de paramètre de lissage.
Notons que les sommes contenant G−1

n (Yi) sont prises pour tout i tel que Gn(Yi) 6= 0 .

Suivant Messaci et al. [43] qui ont fait leurs études dans le cas des données complètes,
l’estimateur local linéaire de F (y|x) pour des données tronquées à gauche est le coefficient
â obtenu par la minimisation de la quantité suivante

min
(a,b)∈R2

n∑
i=1

(
H(h−1

H (y − Yi))− a− bβ(Xi, x)
)2
K(h−1

K d(Xi, x))G−1
n (Yi),

où β(., .) est une fonction connue définie de F × F dans R telle que, ∀x ∈ F , β(x, x) = 0.

Des calculs algébriques simples similaires à celles de la fonction de régression généralisée
donne que Fn(y|x) peut être exprimé par

Fn(y|x) =

∑n
i,j=1Wij(x)H(h−1

H (y − Yj))∑n
i,j=1Wij(x)

,

(
0

0
:= 0

)
, (3.2)

où
Wij(x) = ∆ij(x)G−1

n (Yi)G
−1
n (Yj),

avec
∆ij(x) := β(Xi, x) (β(Xi, x)− β(Xj, x))K(h−1

K d(Xi, x))K(h−1
K d(Xj, x)).

3.2 La convergence presque sûre ponctuelle
Pour tout réel positif r, soit B(x, r) := {y ∈ F�d(x, y) ≤ r} une boule fermée dans F

de centre x et rayon r. On va commencer d’abord d’examiner la convergence ponctuelle de
l’estimateur proposé.

3.2.1 Hypothèses et résultats

Pour établir le caractère asymptotique de l’estimateur Fn(y|x) sur un point fixé x dans
F , nous avons besoin des hypothèses suivantes :
(H3.1) Pour tout r > 0;P(X ∈ B(x, r)) := Φx(r) > 0.
(H3.2) La f.d. conditionnelle F (y|x) satisfait pour quelques constantes strictement positives
b1, b2 et pour tout (y1, y2) ∈ [c, d]×B(y1, hH) et x1, x2 ∈ B(x, hK),

|F (y1|x1)− F (y2|x2)| ≤ Cx
(
db1(x1, x2) + |y1 − y2|b2

)
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où Cx est une constante positive dépend de x et B(y1, hH) est une boule dans R .
(H3.3) La fonction β(., .) est telle que

∃0 < M1 < M2,∀x′ ∈ F ,M1d(x, x′) ≤ |β(x, x′)| ≤M2d(x, x′).

(H3.4) Le noyau K est une fonction positive et différentiable sur son support [0, 1].
(H3.5) Les fenêtres hK et hH satisfont

lim
n→∞

hK = 0, lim
n→∞

(
lnn

nΦx(hK)

)
= 0,

lim
n→∞

hH = 0 et lim
n→∞

nγhH =∞ pour quelque γ > 0.

(H3.6) Il existe un entier n0, tel que

∀n > n0,
1

Φx(hK)

∫ 1

0

Φx(zhK , hK)
d

dz

(
z2K(z)

)
dz > 0

et
hK

∫
B(x,hK)

β(u, x)dPX(u) = o

(∫
B(x,hK)

β2(u, x)dPX(u)

)
,

où dPX est la distribution de X.

Théorème 3.1 Supposons que les hypothèses (H3.1)-(H3.6) sont vérifiées, on a

sup
y∈[c,d]

|Fn(y|x)− F (y|x)| = O(hb1K + hb2H) +Op.s.

(√
lnn

nΦx(hK)

)
.

3.2.2 Preuves

Preuve du Théorème 3.1 Pour la démonstration du Théorème 3.1 nous avons besoin de
déterminer les pseudo-estimateurs suivants

Φn(x, y) =
µ2
n

n(n− 1)E (∆12(x))

∑
i 6=j

G−1
n (Yi)G

−1
n (Yj)∆ij(x)H(h−1

H (y − Yj)),

Φ̃n(x, y) =
µ2

n(n− 1)E (∆12(x))

∑
i 6=j

G−1(Yi)G
−1(Yj)∆ij(x)H(h−1

H (y − Yj)),

rn(x) =
µ2
n

n(n− 1)E (∆12(x))

∑
i 6=j

G−1
n (Yi)G

−1
n (Yj)∆ij(x),

r̃n(x) =
µ2

n(n− 1)E (∆12(x))

∑
i 6=j

G−1(Yi)G
−1(Yj)∆ij(x)

et
r0(x) =

1

n(n− 1)E (∆12(x))

∑
i 6=j

∆ij(x).

57



Considérer la décomposition suivante

Fn(y|x)− F (y|x) =
Φn(x, y)

rn(x)
− F (y|x) (3.3)

=
1

rn(x)

{
Φn(x, y)− Φ̃n(x, y)

}
+

1

rn(x)

{
Φ̃n(x, y)− E(Φ̃n(x, y))

}
+

1

rn(x)

{
E(Φ̃n(x, y))− F (y|x)

}
+

F (y|x)

rn(x)
{(r̃n(x)− rn(x)) + (E(r̃n(x))− r̃n(x)) + (−E(r̃n(x)) + 1)} .

En plus, nous noterons pour tout x ∈ F et pour tout i = 1, . . . , n

Ki(x) := K
(
h−1
K d(Xi, x)

)
, βi(x) := β(Xi, x) et Hi(y) := H

(
h−1
H (y − Yi)

)
.

Pour simplifier les choses, on va besoin aussi aux Lemmes suivants

Lemme 3.1 Sous les hypothèses (H3.1), (H3.3), (H3.4) et (H3.6) on a

sup
y∈[c,d]

|Φn(x, y)− Φ̃n(x, y)| = Op.s.

(√
lnn

nΦx(hK)

)
et

|rn(x)− r̃n(x)| = Op.s.

(√
lnn

nΦx(hK)

)
.

Preuve du Lemme 3.1 Grâce à la bornitude de H, on peut obtenir

|Φn(x, y)− Φ̃n(x, y)| = | µ2
n

n(n− 1)E (∆12(x))

∑
i 6=j

G−1
n (Yi)G

−1
n (Yj)∆ij(x)Hj(y)

− µ2

n(n− 1)E (∆12(x))

∑
i 6=j

G−1(Yi)G
−1(Yj)∆ij(x)Hj(y)|

≤

[
|µ2
n − µ2|
G2
n(aF )

+ µ2

(
supy∈[c,d] |G2

n(y)−G2(y)|
G2(aF )G2

n(aF )

)]

×

∣∣∣∣∣∑
i 6=j

∆ij(x)Hj(y)

n(n− 1)E (∆12(x))

∣∣∣∣∣ .
≤ C

[
|µ2
n − µ2|
G2
n(aF )

+ µ2

(
supy∈[c,d] |G2

n(y)−G2(y)|
G2(aF )G2

n(aF )

)]
|r0(x)|.

D’aprrès le Théorème (3.2) de He et Yang [26] on a |µn − µ| = Op.s(n
−1/2). En outre,

|Gn(aF )−G(aF )| = Op.s(n
−1/2) qui est négligeable par rapport à O

(√
ln(n)

nΦx(hK)

)
.

D’autre côté on a,
sup
y∈[c,d]

|Gn(y)−G(y)| = O(n−1/2), P− p.s.
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Le reste de la démonstration de la première partie est complété dans Messaci et al. [43](
voir Lemme (2.2)). Donc, on a

|Φn(x, y)− Φ̃n(x, y)| = Op.s.

(√
lnn

nΦx(hK)

)
.

Pour la deuxième partie du lemme, on peut la démontrer en suivant les mêmes étapes que
précédemment sans le besoin de la bornitude de H.

Lemme 3.2 Sous les suppositions (H3.1), (H3.2) et (H3.4) on obtient

sup
y∈[c,d]

|E(Φ̃n(x, y))− F (y|x)| = O(hb1K + hb2H ).

Preuve du Lemme 3.2 On a

E(Φ̃n(x, y)) = E

(
µ2

n(n− 1)E (∆12(x))

∑
i 6=j

G−1(Yi)G
−1(Yj)∆ij(x)Hj(y)

)

=
µ2

E (∆12(x))
E
(

1

G(Y1)G(Y2)
∆12(x)H2(y)

)
=

µ2

E (∆12(x))
E
[
E
(

∆12(x)H2(y)
1{Y1≥T1}1{Y2≥T2}
µ2G(Y1)G(Y2)

|σ(X1, Y1, X2, Y2)

)]
=

1

E (∆12(x))
E (∆12(x)H2(y))

=
1

E (∆12(x))
E (∆12(x)E (H2(y)|X2)) .

Donc on peut écrire

|E(Φ̃n(x, y))− F (y|x)| =
1

|E (∆12(x)) |
|E (∆12(x) (E (H2(y)) |X2)− F (y|x)) |.

On suppose que X2 ∈ B(x, hK). De plus, on peut facilement obtenir que

E (H2(y)|X2) =

∫
R
H(h−1

H (y − u))dP(u|X2)du

=

∫
R
H ′(z)F (y − zhH |X2)dz.

Comme H ′(.) est une densité de probabilité, on a alors

E (H2(y)|X2)− F (y|x) =

∫
R
H ′(z)[F (y − zhH |X2)− F (y|x)]dz. (3.4)

De plus, nous avons

|F (y − zhH |X2)− F (y|x)| ≤ |F (y − zhH |X2)− F (y − zhH |x)|+ |F (y − zhH |x)− F (y|x)|.

Cette dernière en combinant avec l’hypothèse (H3.2) nous donnent le résultat.
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Lemme 3.3 i) Si les conditions (H3.1)-(H3.6) sont satisfaites, nous obtenons

sup
y∈[c,d]

|Φ̃n(x, y)− E(Φ̃n(x, y))| = Op.co

(√
lnn

nΦx(hK)

)
.

ii) Sous les suppositions (H3.1),(H3.3)-(H3.6), on a

r̃n(x)− 1 = Op.co

(√
lnn

nΦx(hK)

)
et

∃ϑ > 0, tel que

∞∑
n=1

P (r̃n(x) < ϑ) <∞.

Preuve du Lemme 3.3 Remarquons que

Φ̃n(x, y) = Q(x)
[
P x

2,1(y)P x
4,0 − P x

3,1(y)P x
3,0

]
, (3.5)

où pour p = 2, 3, 4 et l = 0, 1

Q(x) =
n2h2

KΦ2
x(hK)

n(n− 1)E (∆12(x))
(3.6)

et

P x
p,l(y) =

1

nΦx(hK)

n∑
i=1

µKi(x)βp−2
i (x)H l

i(y)

hp−2
K G(Yi)

, (3.7)

avec
P x

4,0(y) := P x
4,0 et P x

3,0(y) := P x
3,0.

Donc, on a

Φ̃n(x, y)− E
(

Φ̃n(x, y)
)

= Q(x)
{
P x

2,1(y)P x
4,0 − E

(
P x

2,1(y)P x
4,0

)}
− Q(x)

{
P x

3,1(y)P x
3,0 − E

(
P x

3,1(y)P x
3,0

)}
. (3.8)

On a déjà vu que Q(x) = O(1).
Nous devons donc prouver que pour p = 2, 3, 4 et l = 0, 1

E(P x
p,l(y)) = O(1),

P x
p,l(y)− E(P x

p,l(y)) = Op.co

(√
lnn

nΦx(hK)

)
,

E(P x
2,1(y))E(P x

4,0)− E(P x
2,1(y)P x

4,0) = O

(√
lnn

nΦx(hK)

)
et

E(P x
3,1(y))E(P x

3,0)− E(P x
3,1(y)P x

3,0) = O

(√
lnn

nΦx(hK)

)
.
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– En appliquant le Lemme 1.2 -(i) et utilisant la bornitude de H on peut aisément avoir
pour p = 2, 3, 4 et l = 0, 1

E(P x
p,l(y)) = E

(
1

Φx(hK)

n∑
i=1

µKi(x)βp−2
i (x)H l

i(y)

hp−2
K G(Yi)

)

= µh2−pΦ−1
x (hK)E

[
E
(
K1(x)βp−2

1 (x)H l
1(y)

1{Y1≥T1}
µG(Y1)

|σ(X1, Y1)

)]
= h2−pΦ−1

x (hK)E
(
K1(x)βp−2

1 (x)H l
1(y)

)
≤ C. (3.9)

– Traitement du terme P x
p,l(y)− E(P x

p,l(y))
On pose

P x
p,l(y)− E(P x

p,l(y)) =
1

n

n∑
i=1

M
(p,l)
i ,

où

M
(p,l)
i =

1

hp−2
K Φx(hK)

{
µKi(x)βp−2

i (x)H l
i(y)

G(Yi)
− E

(
µKi(x)βp−2

i (x)H l
i(y)

G(Yi)

)}
. (3.10)

Le point essentiel est d’évaluer asymptotiquement le moment d’ordre m de la v.a.r.
M

(p,l)
i (x).

En utilisant le Lemme 1.2 et le fait que H est bornée, on a

E|
{
M

(p,l)
i (x)

}m
| = h(−p+2)mΦ−mx (h(p,l))E|

m∑
k=0

Ck
m(−1)m−k

(
µKi(x)βp−2

i (x)H l
j(y)

G(Yi)

)k

(
E

[
µKi(x)βp−2

i (x)H l
j(y)

G(Yi)

])m−k

|

= O
(
Φ(−m+1)
x (hK)

)
.

Finalement, il suffit d’appliquer le Corollaire A.8-(ii) dans Ferraty et Vieu [25] avec
a2
n = Φ

(−1)
x (hK) pour obtenir, pour p ∈ {2, 3, 4} et l ∈ {0, 1}}

P x
p,l(y)− E(P x

p,l(y)) = Op.co

(√
lnn

nΦx(hK)

)
. (3.11)

– Passant à étudier le terme E(P x
2,1(y))E(P x

4,0)− E(P x
2,1(y)P x

4,0),
on a

E(P x
2,1(y))E(P x

4,0)− E(P x
2,1(y)P x

4,0) =

(
1− n(n− 1)

n2

)
µ2h−2Φ−2

x (hK)

E
(
K1(x)β2

1(x)

G(Y1)

)
E
(
K1(x)H1(y)

G(Y1)

)
+ O((nΦx(hK))−1)

= O((nΦx(hK))−1).

On obtient le dernier résultat, toujours, en appliquant le Lemme 1.2, le fait que H est
bornée et l’espérance conditionnelle.
Sous (H3.5), O((nΦx(hK))−1) est négligeable par rapport à O

(√
lnn

nΦx(hK)

)
.
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– Pour les même raisons, on peut prouver que

E(P x
3,1(y))E(P x

3,0)− E(P x
3,1(y)P x

3,0) = O

(√
lnn

nΦx(hK)

)
.

Pour la deuxième partie du lemme, il est facile de prouver que E (r̃n(x)) = 1 et ça nous
ramène directement au résultat.

Pour étudier la convergence uniforme de F (y|x) sur y ∈ [c, d], on doit d’abord indi-
quer que comme [c, d] est un compact de R, donc on peut le couvrir par un nombre fini sn
d’intervalles de longueur ln. Précisément, on a [c, d] ⊆ ∪snk=1]tk − ln, tk + ln[, où sn = C

ln
et

ln = n−γ−1/2.
Prenant

ty = arg min
t∈{t1,t2,...,tsn}

|y − t|.

Alors on peut écrire

sup
y∈[c,d]

|Φ̃n(x, y)− E(Φ̃n(x, y))| ≤ sup
y∈[c,d]

|Φ̃n(x, y)− Φ̃n(x, ty)|+ sup
y∈[c,d]

|Φ̃n(x, ty)− E(Φ̃n(x, ty))|

+ sup
y∈[c,d]

|E(Φ̃n(x, ty))− E(Φ̃n(x, y))|

:= R1 +R2 +R3.

Commençant par traiter R1

Comme H a une première dérivée bornée, on obtient, en utilisant la condition de Lipschitz,
que

R1 = sup
y∈[c,d]

|Φ̃n(x, y)− Φ̃n(x, ty)|

≤ sup
y∈[c,d]

∣∣∣∣∣ µ2

n(n− 1)E (∆12(x))

∑
i 6=j

G−1(Yi)G
−1(Yj)∆ij(x)

∣∣∣∣∣ |H(h−1
H (y − Yj))−H(h−1

H (ty − Yj))|

≤ C sup
y∈[c,d]

∣∣∣∣∣ µ2|y − ty|
hHn(n− 1)E (∆12(x))

∑
i 6=j

G−1(Yi)G
−1(Yj)∆ij(x)

∣∣∣∣∣
≤ C

µ2ln
G2(aF )hH

|r0(x)|

≤ C ′
ln
hH
|r0(x)|.

Utilisant le Lemme 2.2 de Messaci et al. [43] et nγhH −→∞, on obtient

R1 = O

(√
lnn

nΦx(hK)

)
p.co.

Alors, on peut avoir aussi

R3 = O

(√
lnn

nΦx(hK)

)
p.co.
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Venir maintenant à traiter le terme R2

On a

P

(
R2 > ε

√
lnn

nΦ(hK)

)
= P

(
max

ty∈{t1,...,tsn}
|Φ̃n(x, ty)− E(Φ̃n(x, ty))| > ε

√
lnn

nΦ(hK)

)

≤ sn × max
ty∈{t1,...,tsn}

P

(
|Φ̃n(x, ty)− E(Φ̃n(x, ty))| > ε

√
lnn

nΦ(hK)

)
.

Utilisant les mêmes arguments habituels, prenant en compte que sn = Cnγ+1/2, on déduit,
pour un choix approprié de ε que

R2 = O

(√
lnn

nΦx(hK)

)
p.co.

3.3 La convergence presque sûre uniforme

3.3.1 Estimateur de la fonction de distribution conditionnelle

Dans cette section, on va étudier la convergence presque sûre uniforme de Fn(y|x) sur
un sous ensemble SF de F , tel que SF ⊂

⋃dn
k=1B(xk, rn), où xk ∈ SF et rn (respective-

ment dn) est une suite nombres de réels positifs (respectivement entiers). En pratique, la
convergence uniforme a une grande importance car elle nous permet de faire la prédiction
statistique, même si les données ne sont pas parfaitement observées. De plus, les résultats de
la convergence uniforme sont des outils indispensables pour certains problèmes de données
fonctionnelles non paramétriques.
Il faut indiquer que, dans le cas multivarié, la consistance uniforme est une extension stan-
dard de la consistance ponctuelle ; cependant, dans notre cas fonctionnel, certains outils et
conditions topologiques supplémentaires sont nécessaires.
Pour cela, nous avons besoin des suppositions suivantes.

Hypothèses et résultats

(U3.1) Il existe une fonction différentiable Φ et des constantes strictement positives C,C1

et C2 telles que
∀x ∈ SF , 0 < C1Φ(hK) ≤ Φx(hK) ≤ C2Φ(hK) <∞

et
∃η0 > 0,∀η < η0,Φ

′(η) < C,

où Φ′ est la dérivée première de Φ avec Φ(0) = 0.
(U3.2) La distribution conditionnelle F (y|x) satisfait pour quelques constantes positives
C, b1 et b2 et pour tout (y1, y2) ∈ [c, d]×B(y1, hH) et (x1, x2) ∈ SF ×B(x, hK),

|F (y1|x1)− F (y2|x2)| ≤ Cx
(
db1(x1, x2) + |y1 − y2|b2

)
.

(U3.3) La fonction β(., .) satisfait (H3.3) uniformément sur x et la condition de Lipschitz
suivante

∃C > 0,∀x1, x2 ∈ SF , ∀x ∈ F , |β(x, x1)− β(x, x2)| ≤ Cd(x1, x2).
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(U3.4) Le noyau K réalise (H3.4) et elle est Lipschitzien sur [0, 1].
(U3.5) limn−→∞ hK = 0 , limn→∞ hH = 0 , limn→∞ n

γhH =∞ pour certain γ > 0
et pour rn = O

(
lnn
n

)
, on a pour n suffisamment grand

(lnn)2

nΦ(h)
< ln dn <

nΦ(h)

lnn

et
∞∑
n=1

n(γ+1/2)d(1−β)
n <∞; pour certain β > 1.

(U3.6) La fenêtre hK satisfait : ∃n0 ∈ N,∃C > 0, tels que

∀n > n0,∀x ∈ SF ,
1

Φx(hK)

∫ 1

0

Φx(zhK , hK)
d

dz
(z2K(z))dz > C > 0

et
hK

∫
B(x,hK)

β(u, x)dPX(u) = o

(∫
B(x,hK)

β2(u, x)dPX(u)

)
;

uniformément en x.

Théorème 3.2 Sous les suppositions (U32.1)-(U3.6), on a

sup
x∈SF

sup
y∈[c,d]

|Fn(y|x)− F (y|x)| = O(hb1K + hb2H) +Op.s

(√
ln dn

nΦ(hK)

)
.

3.3.2 Estimateur du quantile conditionnel

Soit p ∈ (0, 1), le quantile conditionnel d’ordre p d’une v.a. Y sachant X = x est défini
par

Qp(x) = F−1(p|x) = inf{y : F (y|x) ≥ p}.
Alors un estimateur local linéaire de Qp(x) est donné par

Qp,n(x) = F−1
n (p|x) = inf{y : Fn(y|x) ≥ p}. (3.12)

Pour étudier son caractère asymptotique, on va besoin des suppositions suivantes qui ont
été déjà utilisées dans la littérature par, par exemple, Messaci et al. [43]
(U3.7) ∀ε > 0,∃δ > 0 tels que pour toute fonction ζp de SF dans [c, d] on a

sup
x∈SF
|Qp(x)− ζp(x)| ≥ ε implique sup

x∈SF
|F (Qp(x)|x)− F (ζp(x)|x)| ≥ δ.

(U3.8) ∃j > 1,∀x ∈ SF , F (.|x) est j-fois continument dérivable sur [c, d] par rapport à y et
satisfait F (l)(Qp(x)|x) = 0 si 0 ≤ l < j, F (j)(Qp(x)|x) > C > 0 et F (j)(.|x) est uniformément
continue sur [c, d] où F (l)(.|x) est la dérivée d’ordre l de F (.|x).
Remarque 3.1 L’hypothèse (U3.8) est nécessaire car le comportement de l’estimateur Qp,n(x)
dépend de la “platitude” de la fonction de répartition conditionnelle F (.|x) autour du quan-
tile conditionnelle Qp(x) et ceci peut être contrôlé par le nombre de dérivées de F (.|x) qui
s’annulent au point Qp(x).

Théorème 3.3 Sous les suppositions (U3.1)-(U3.8), on obtient que

sup
x∈SF
|Qp,n(x)−Qp(x)| = O(hb1K) +O(hb2H) +Op.s

(√
ln dn

nΦ(hK)

)
.
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3.3.3 Preuves

Preuve du Théorème 3.2 La preuve du Théorème 3.2 est basée sur la même décomposi-
tion (3.3) est les Lemmes suivants

Lemme 3.4 Sous les hypothèses (U3.1), (U3.3) et (U3.4)-(U3.6) on obtient

sup
x∈SF

sup
y∈[c,d]

|Φn(x, y)− Φ̃n(x, y)| = Op.s.

(√
ln dn

nΦ(hK)

)
et

sup
x∈SF
|rn(x)− r̃n(x)| = Op.s.

(√
ln dn

nΦ(hK)

)
.

Preuve du Lemme 3.4 En suivant les mêmes étapes que dans la preuve du Lemme 3.1 et
en utilisant le Lemme 1.5 on obtient notre résultat.

Lemme 3.5 Sous les hypothèses (U3.1),(U3.2) et (U3.4), on obtient que

sup
x∈SF

sup
y∈[c,d]

|E(Φ̃n(x, y))− F (y|x)| = O(hb1K) +O(hb2H).

Preuve du Lemme 3.5 La démonstration du Lemme 3.5 est similaire à celle du Lemme
3.2 et en utilisant l’équation (3.4) et l’hypothèse (U3.2), on obtient le résultat.

Lemme 3.6 i) Sous les suppositions (U3.1)-(U3.6), on a

sup
x∈SF

sup
y∈[c,d]

|Φ̃n(x, y)− E(Φ̃n(x, y))| = Op.co

(√
ln dn

nΦ(hK)

)
.

ii) Si les hypothèses (U3.1), (U3.3)-(U3.6) sont vérifiées, on obtient

sup
x∈SF
|r̃n(x)− 1| = Op.co

(√
ln dn

nΦ(hK)

)
et

∃ϑ > 0, tel que

∞∑
n=1

P
(

inf
x∈SF

r̃n(x) < ϑ

)
<∞.

Preuve du Lemme 3.6 En considérons les mêmes décompositions et notations (3.5)-(3.8),
suivants les mêmes étapes que dans la preuve du Lemme 3.3 et exploitant le Lemme 1.5-(i)
au lieu du Lemme 1.2-(i) , on obtient sous les hypothèses (U3.1), (U3.3),(U3.4) et (U3.6)

sup
x∈SF

Q(x) = O(1) et sup
x∈SF

sup
y∈[c,d]

E(P x
p,l(y)) = O(1) (3.13)

pour p = 2, 3, 4 et l = 0, 1,

sup
x∈SF

sup
y∈[c,d]

|E(P x
2,1(y))E(P x

4,0)− E(P x
2,1(y)P x

4,0)| = O

(
1

nΦ(hK)

)
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et
sup
x∈SF

sup
y∈[c,d]

|E(P x
3,1(y))E(P x

3,0)− E(P x
3,1(y)P x

3,0)| = O

(
1

nΦ(hK)

)
,

qui est, en utilisant hypothèse (U3.5), égal à O
(√

ln dn
nΦ(hK)

)
.

Maintenant, on va prouver que

sup
x∈SF
|P x
p,l(y)− E(P x

p,l(y))| = Op.co

(√
ln dn

nΦ(hK)

)
.

Nous allons besoin de la décomposition suivante
Soit j(x) = arg minj∈{1,2,...,sn} d(x, xj) ; on a

sup
x∈SF

sup
y∈[c,d]

|P x
p,l(y)− E(P x

p,l(y))| ≤ sup
x∈SF

sup
y∈[c,d]

|P x
p,l(y)− P xj(x)

p,l (y)|

+ sup
x∈SF

sup
y∈[c,d]

|P xj(x)
p,l (y)− P xj(x)

p,l (ty)|

+ sup
x∈SF

sup
y∈[c,d]

|P xj(x)
p,l (ty)− E(P

xj(x)
p,l (ty))|

+ sup
x∈SF

sup
y∈[c,d]

|E(P
xj(x)
p,l (ty))− E(P

xj(x)
p,l (y))|

+ sup
x∈SF

sup
y∈[c,d]

|E(P
xj(x)
p,l (y))− E(P x

p,l(y))|

:=
5∑
i=1

Dp,l
i .

On commence par traiter les termes Dp,l
1 et Dp,l

5

– Commençant par Dp,l
1 Grâce à la bornitude de H et sous (U3.3) et (U3.4), on obtient

Dp,l
1 ≤

Crn
nhKΦ(hK)

sup
x∈SF

n∑
i=1

µ

G(Yi)
1B(x,hK)∪B(xj(x),hK)(Xi).

Prenant
Ψi =

Crn
hKΦ(hK)

µ

G(Yi)
sup
x∈SF

1B(x,hK)∪B(xj(x),hK)(Xi),

alors on obtient
|Ψ1| ≤

Crn
hKΦ(hK)

, E|Ψ1| ≤
Crn
hK

et
E|Ψ2

1| ≤
Cr2

n

h2
KΦ(hK)

En utilisant le corollaire A.8-(ii) de Ferraty et Vieu [25] avec (U3.1) et (U3.5), on
obtient

Dp,l
1 = Op.co

(√
ln dn

nΦ(hK)

)
. (3.14)
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– Pour le terme Dp,l
5 , comme

Dp,l
5 ≤ E

(
sup
x∈SF

sup
y∈[c,d]

|P xj(x)
p,l (y)− P x

p,l(y)|

)
;

Donc

Dp,l
5 = Op.co

(√
ln dn

nΦ(hK)

)
. (3.15)

– Pour le terme Dp,l
3 , on a pour tout η > 0

P

(
Dp,l

3 > η

√
ln dn

nΦ(hK)

)
= P

(
sup
x∈SF

sup
y∈[c,d]

|P xj(x)
p,l (ty)− E(P

xj(x)
p,l (ty))| > η

√
ln dn

nΦ(hK)

)
≤ dnsn max

ty∈{t1,...,tsn}
max

xj(x)∈{x1,...,xdn}
P(|P xj(x)

p,l (ty)− E(P
xj(x)
p,l (ty))|

> η

√
ln dn

nΦ(hK)
).

Prenant pour p = 2, 3, 4,Mp,l
i (., .) définie par la relation (3.10). On peut appliquer

l’inégalité de type Bernstein comme déjà fait en Corollaire A.8 (i) dans Ferraty et
Vieu [25], on obtient

P

(
1

n

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

Mp,l
j

∣∣∣∣∣ > η

√
ln dn

nΦ(hK)

)
≤ 2exp

(
−Cη2 ln dn

)
. (3.16)

Donc, en choisissant β tel que Cη2 = β, on obtient

P

(
|P xj(x)
p,l (ty)− E(P

xj(x)
p,l (ty))| > η

√
ln dn

nΦ(hK)

)
≤ Cd1−β

n .

Alors, le fait que sn = O(l−1
n ) = O(nγ+1/2) et hypothèse (U3.5) nous permettent

d’écrire

Dp,l
3 = Op.co

(√
ln dn

nΦ(hK)

)
. (3.17)

– Traitement du terme Dp,l
2

Remarquons que

Dp,l
2 ≤ C

ln
hH

sup
x∈SF

P
xj(x)
p,0 .

En vue des relations (3.13), (3.16) et hypothèse (U3.5), on obtient que

Dp,l
2 = Op.co

(√
ln dn

nΦ(hK)

)
(3.18)

et

Dp,l
4 = Op.co

(√
ln dn

nΦ(hK)

)
. (3.19)
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Finalement, le résultat du Lemme 3.6 découle des relations (3.14)-(3.19).
La deuxième partie peut être directement déduit de la preuve de la première telle que E(r̃n(x)) =
1.
Pour la dernière partie , ça vient du

inf
x∈SF

r̃n(x) <
1

2
⇒ ∃x ∈ SF

tel que

1− r̃n(x) >
1

2
⇒ sup

x∈SF
|1− r̃n(x)| > 1

2

⇒
∞∑
n=1

P
(

inf
x∈SF

r̃n(x) <
1

2

)
<∞.

Preuve du Théorème 3.3 Soit x ∈ F .
D’un côté, comme Fn(./x) et F(./x) sont continues et Fn(Qp,n(x)/x) = F((Qp(x)/x) = p.
Donc

|F(Qp,n(x)/x)− F((Qp(x)/x)| ≤ |F(Qp,n(x)/x)− Fn((Qp,n(x)/x)|
+ |Fn((Qp,n(x)/x)− F((Qp(x)/x)

≤ |F(Qp,n(x)/x)− Fn((Qp,n(x)/x)|
≤ sup

c≤y≤d
|Fn(y/x)− F(y/x)|. (3.20)

Alors
sup
x∈SF
|F (Qp(x)|x)− F (Qp,n(x)|x)| ≤ sup

x∈SF
sup
y∈[c,d]

|Fn(y|x)− F (y|x)|.

D’autre côté, l’estimateur (Fn(./x))−1 existe et est continu, en particulier sa continuité au
point Fn(Qp(x)/x) donne

∀ε > 0 ,∃δ > 0, ∀y/ |Fn(y/x)− Fn(Qp/x)| ≤ δ ⇒ |y −Qp(x)| ≤ ε.

En posant y = Qp,n(x), la relation précédente s’écrit

∀ε > 0 ,∃δ > 0/ |Fn(Qp,n(x)/x)− Fn(Qp(x)/x)| ≤ δ ⇒ |Qp,n(x)−Qp(x)| ≤ ε.

Ce qui permet d’écrire

∀ε > 0, ∃δ > 0, |Qp,n(x)−Qp(x)| > ε⇒ |Fn(Qp,n(x)/x)− Fn(Qp(x)/x)| > δ.

Puisque
Fn(Qp,n(x)/x) = F (Qp(x)/x) = p,

il vient

∀ε > 0,∃δ > 0, |Qp,n(x)−Qp(x)| > ε⇒ |F (Qp(x)/x)− Fn(Qp(x)/x)| > δ. (3.21)

La convergence de Qp,n(x) s’arrive directement d’un part du Théorème 3.2 en combinant
avec l’inégalité∑

n

P{ sup
x∈SF
|Qp,n(x)−Qp(x)| ≥ ε} ≤

∑
n

P{ sup
x∈SF

sup
y∈[c,d]

|Fn(y|x)− F (y|x)| ≥ δ}
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qui nous donne
lim
n−→∞

|Qp,n(x)−Qp(x)| = 0, p.s. (3.22)

et d’autre part, un développement de Taylor de F (.|.) et hypothèse (U3.8) impliquent que

F (Qp,n(x)|x)− F (Qp(x)|x) =
1

j!
F (j)(Q̃p(x)|x)(Qp,n(x)−Qp(x))j,

où Q̃p est entre Qp,n et Qp.
Grâce à (3.22) et la continuité uniforme de F (j)(.|x), on obtient que

lim
n−→∞

sup
x∈SF
|F j(Q̃p(x)|x)− F j(Qp(x)|x)| = 0, p.s.

Alors, il existe un réel positif τ tel que∑
n

P

(
inf
x∈SF

F (j)(Q̃p(x)|x) < τ

)
<∞.

Donc
sup
x∈SF
|(Qp,n(x)−Qp(x))|j ≤ sup

x∈SF
sup
y∈[c,d]

|Fn(y|x)− F (y|x)|.

Il suffit d’appliquer le Théorème 3.2 d’avoir le résultat revendiqué.
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4
Application et études de simulation

Dans ce chapitre, Nous commençons par reprendre l’étude sur des données réelles com-
plètes réalisées dans Leulmi et Messaci [38]. Ensuite, une simulation de données tron-

quées à gauche est réalisée afin de comparer la performance par rapport à l’estimateur à
noyau classique.

4.1 Application à des données réelles
La spectroscopie dans le proche infrarouge est une technique analytique basée sur le

principe d’absorption des rayonnements (infrarouge) par la matière organique en utilisant
un spectromètre. Cette méthode d’absorption est utilisée pour estimer la composition chi-
mique des aliments (fourrages, viandes, . . . ).
On se donne un échantillon de 215 morceaux de viande, le but est d’estimer le taux de
matière grasse à partir du spectre observé.
On observe alors pour chaque morceau de viande i, la variable fonctionnelle Xi(t), t ∈
[850, 1050] qui est la courbe spectromètrique du morceau de viande i, la répartition gra-
phique des 215 spectres montre l’aspect fonctionnel des données. Il est proposé de comparer
trois méthodes pour estimer la médiane conditionnelle à savoir
• L’estimateur de médiane conditionnelle noté t̂1/2.
• Le noyau (noté KM) étudié dans Ferraty et Vieu [25].
• L’estimateur local linéaire (noté LLM) introduit dans Messaci et al. [43].
Pour calculer ces estimateurs, les auteurs utilisent :
• Pour l’estimateur t̂1/2
− Le noyau K(x) = 3

2
(1− x2)1[0,1](x).

− La semi-métrique d est la semi métrique basée sur la dérivée (voir routines "semime-
tric.deriv" dans le website http ://www.lsp.ups-tlse.fr/staph/npfda dans Ferraty et Vieu
[25]). Cette semi-métrique est plutôt employée pour le traitement de courbes tout à fait
lisses (ou régulières) et β = d.
• Pour l’estimateur KM : Les mêmes paramètres que dans la sous-section 7.2 de Ferraty et
Vieu [25]).
• Pour l’estimateur LLM : Les mêmes paramètres que dans la section 4 de Messaci et al.
[43].
L’algorithme suivant a été utilisé :
• Étape 1. Les données sont divisées en deux ensembles :

70



(Xi, Yi)i=1,...160 l’échantillon d’apprentissage utilisé pour construire les estimateurs et (Xi, Yi)i=161,...215

l’échantillon de test utilisé pour évaluer la qualité des estimateurs.
• Étape 2. Le h-optimale (paramètre de lissage) est calculé par la méthode de validation
croisée.
• Étape 3. Pour chaque Xi dans l’échantillon de test, on prévoie sa valeur réponse Yi par
chacune des méthodes d’estimation et on trouve Ŷi.
• Étape 4. Pour illustrer la performance des estimateurs, Leulmi et Messaci [38] représentent
les valeurs estimées Ŷi en fonction des vraies valeurs Yi de l’échantillon de test, pour les trois
méthodes.
Plus précisément, pour comparer les trois méthodes, elles calculent l’erreur en moyenne

Figure 4.1 – Comparaison entre les trois méthodes (t̂1/2, KM et LLM) pour des données
spectrométriques.

quadratique donnée par

MSE :=
1

55

55∑
i=1

(
Ŷi − Yi

)2

,

où Ŷi désigne l’estimateur utilisé.
Les résultats obtenus sont :
• MSE(t̂1/2(x))=3.22,
• MSE(LLM)=3.8,
• MSE(KM)=4.8.
Sur la base de cet ensemble de données, il est remarquable que l’estimateur proposé fournit
l’erreur la plus petite.
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4.2 Études de simulation
Dans cette partie, on va donner deux exemples de simulation qui nous permettront

d’illustrer la performance des deux estimateurs proposés ; estimateur local linéaire de la
fonction de régression, ϕ(Y ) = Y , (LLR) et de la fonction médiane conditionnelle (LLM)
par rapport aux estimateurs à noyau de chaque fonction (KR) et (KM) en utilisant des
échantillons de dimensions finies.
A cet objectif, on génère la suite observée (Xi(t), Yi, Ti)1≤i≤n en suivant les étapes ci dessous.
• Étape 1. On fixe la taille aléatoire n (rappelons que n est connue), après on génère les
variables aléatoires T1, X1(t) et Y1.
• Étape 2. Test :
Nous commençons par définir :
N = 0,
j = 0,
tant que j ≤ n :
N = N + 1, nous testons : si Y1 < T1 on rejette le triplet (X1(t), Y1, T1). Si non, on garde
le triplet (X1(t), Y1, T1). A la fin de ce décompte, on obtient la valeur déterministe N . Ce
qui nous permet d’obtenir le taux de troncature (TR) avec µ = n

N
, plus précisément, c’est

le taux du triplet observé.
Aussi, pour le calcul des estimateurs (LL) et (K), nous utilisons le noyau quadratique
K(x) = 3

2
(1 − x2)1[0,1](x), la fonction de distribution H(x) =

∫ x
−∞

3
4
(1 − z2)1[−1,1](z)dz

et pour le choix des fenêtres hK et hJ on utilise la méthode de validation croisée. Prendre en
compte le lissage des courbes Xi(t) (Figure 4.2 and 4.9), nous choisissons la semi-métrique d
basée sur les dérivées décrites dans Ferraty et Vieu [25] (voir routines "semimetric.deriv" sur
le site web http ://www.lsp.ups-tlse.fr/staph/npfda) et on prend β = d (pour l’estimateur
LL).

Exemple 1
On fixe n = 200 et nous générons la covariable fonctionnelle X1(t) comme suit

X1(t) = A (2− cos(πtW )) + (1− A) cos(πtW ) t ∈ [0, 1],

où W  U(0, 1) et A est une variable aléatoire de Bernoulli de paramètre p = 0.5.
La variable réponse réelle est définie par

Y1 = R(X1(t)) + ε1,

oùX1 et ε1 sont supposées indépendantes, l’erreur ε1 ↪→ N(0, 0.1) etR(X1(t)) =
∫ 1

0
(X1(t))2dt.

De plus, la variable de troncature T1 a une distribution exponentielle de paramètre λ qui
est adapté dans l’ordre d’obtenir différents taux de troncature.

Sous ce modèle, nous calculons l’estimateur KR, qui est un cas particulier de celui de
Ould Saïd et Lemdani [45], défini par

KR(x) =

∑n
i=1 YiK (h−1d(x,Xi))G

−1
n (Yi)∑n

i=1K (h−1d(x,Xi))G−1
n (Yi)

,

l’estimateur KM donné dans Helal et Ould Saïd [27] par

KM(x) = inf{y ∈ R, F̂n(y|x) ≥ 1/2}
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Figure 4.2 – Un échantillon de 100 courbes représentants une réalisation de la variable
aléatoire fonctionnelle X.

où F̂n(y|x) est définie dans la relation (3.1) et les estimateurs proposés définis respective-
ment par les relations (2.3) pour ϕ(Yi) = Yi et (3.12) pour p = 1

2
en utilisant les données

observées (Xi, Yi, Ti)1≤i≤n.
Dans cette simulation, pour illustrer la performance des estimateurs, on procède comme
suit :
• Étape 1. Nous divisons nos données en deux sous ensembles :
- (Xi, Yi)1≤i≤100 : l’échantillon d’apprentissage utilisé pour construire les estimateurs.
- (Xi, Yi)101≤i≤200 : l’échantillon de test utilisé pour évaluer la qualité des estimateurs.
• Étape 2. On calcule les estimateurs de chaque fonction en utilisant l’échantillon d’appren-
tissage.
• Étape 3. Pour illustrer la performance des estimateurs, nous représentons les valeurs es-
timées en fonction des vraies valeurs (R(Xj)) pour tout i (101 ≤ j ≤ 200) (un dans chaque
graphe), ceci est représenté dans Figures 4.3- 4.8
• Étape 4. Plus précisément, pour comparer les deux méthodes pour les deux fonctions,
nous calculons l’erreur en moyenne quadratique, de chaque fonction, donnée par

MSE(LLE) :=
1

100

200∑
j=101

(LLE(Xj)−R(Xj))
2

et

MSE(KE) :=
1

100

200∑
j=101

(KE(Xj)−R(Xj))
2 .

Les résultats obtenus sont résumés dans le Tableau 4.1 .
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Figure 4.3 – TR=0%, Données complètes, Régression

Figure 4.4 – TR=56%, Régression
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Figure 4.5 – TR=75%, Régression

Figure 4.6 – TR=0%, Données complètes,Médiane
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Figure 4.7 – TR=56%, Médiane

Figure 4.8 – TR=75%, Médiane
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TR=0% TR=56% TR=75%
MSE(LLR) 0.0145 0.0192 0.031
MSE(KR) 0.0223 0.053 0.0784
MSE(LLM) 0.0162 0.0399 0.0521
MSE(KM) 0.0345 0.0538 0.0664

Table 4.1 – Résultats de MSE pour les deux méthodes selon TR.

Nous voyons clairement que l’estimateur local linéaire fonctionne mieux que l’estimateur
à noyau. De plus, nous notons que la qualité de méthodes à noyau et locale linéaire diminue
chaque fois que le TR augmente.
Pour vérifier plus la qualité des estimateurs proposés, nous comparons les deux méthodes
de manière différente dans l’exemple suivant
. Example 2
Dans cet exemple, on varie la taille d’échantillon n = 50, 100, 300 et on considère la covariable
fonctionnelle X1(t) générée de la manière suivante

X1(t) = 2− cos

(
W

(
t− 2π

3

))
, t ∈

[
0,

2π

3

]
où W ↪→ N(0, 1). La variable réponse réelle est définie par

Y1 = R(X1(t)) + ε1.

où X1 et ε1 sont indépendantes, l’erreur ε1 ↪→ N(0, 0.1) et

R(X1(t)) =
1

4
exp

2− 1(∫ 1

0
X ′1(t)dt

)2


Pour ce modèle, nous adoptons le mécanisme de troncature sur la base de l’échantillon
(Xi, Yi, Ti)1≤i≤n où la variable de troncature T1 ↪→ N(0, 2) qui a pris pour fixer le pourcentage
de troncature.

Pour chaque cas, on divise les données en deux échantillons d’apprentissage et de test,
comme on a fait à l’exemple précédent. Pour illustrer les performances de nos estimateurs
nous évaluons les erreurs MSE(LLE) et MSE(KE) (voir le Tableau 4.2).

n MSE(LLR) MSE(KR) MSE(LLM) MSE(KM)
50 0.4201 0.5352 0.44 0.54
100 0.3787 0.404 0.35 0.43
300 0.31 0.39 0.27 0.3

Table 4.2 – Comparaison des résultats MES pour les méthodes LLE et KE pour les trois
tailles de (n).

Remarquant dans le tableau 4.2 que l’estimateur local linéaire fonctionne mieux que celui
du noyau pour les différentes valeurs de n. De plus, la qualité des estimateurs s’améliore
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Figure 4.9 – Un échantillon de courbes simulées.

avec l’augmentation de la taille de l’échantillon.
Conclusion et commentaires
En conclusion, les deux exemples montrent que nos estimateurs fonctionnent bien et que
comme pour les données complètes, la méthode locale linéaire semble surpasser la méthode
du noyau même pour les données tronquées.
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Conclusion

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à l’étude des modèles non paramétriques
dans un but d’estimer la fonction de régression généralisée et le quantile conditionnel. Les
résultats que nous énonçons sont liés aux propriétés asymptotiques des estimateurs locaux
linéaires pour un modèle de troncature. Notre intérêt est, dans un premier temps, l’estima-
tion par la méthode locale linéaire de la fonction de régression généralisée. Nous supposons
que l’échantillon que nous étudions est constitué de variables i.i.d. et que la variable d’inté-
rêt est soumise à une troncature à gauche tandis que la covariable est fonctionnelle. Nous
établissons, sous des conditions standards dans ce contexte sur les noyaux, les fenêtres et
les probabilités des petites boules, les convergences ponctuelle et uniforme presque sûres
avec vitesse de notre estimateur. Sous les même conditions, un estimateur de la fonction
quantile conditionnel a été proposé ainsi que ses propriétés asymptotiques ont été établies.
La méthode locale linéaire, exploitée dans ces études, non seulement généralise celui de
noyau, mais elle possède également des propriétés de biais supérieures. Cette préférence a
été vérifiée dans plusieurs réalisations pour des données complètes et données censurées. Ce
travail a met en évidence les mêmes performances pour des données tronquées à gauche à
travers des études de simulations.
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Perspectives

Les résultats obtenus ont ouvert le chemin à des perspectives très intéressantes. On
mentionne quelques unes :

– La première orientation permet d’établir la convergence presque sûre des deux estima-
teurs précédents dans un cadre plus général (mélange fort) qui inclut la modélisation
de séries chronologiques comme cas particulier.

– La normalité asymptotique des estimateurs proposés dans les deux cas (données indé-
pendantes et dépendantes) constituent un autre thème qui peut être traité.

– Un autre axe de recherche auquel je m’intéresse et dans lequel je souhaiterais m’investir
à l’avenir, est d’étudier le comportement de l’estimation des deux fonctions lorsque la
dépendance des données est décrite par une copule.
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Annexe

Afin d’aider le lecteur à mieux comprendre le fond mathématique complet, nous allons
présenter brièvement quelques outils probabilistes utilisés dans la thèse.

Les convergences presque complète et presque sûre
Dans l’étude des propriétés asymptotiques des estimateurs proposés, nous nous sommes

appuyées sur le concept des convergences presque complètes et convergence sûres et comme
le lecteur peut voir à travers les preuves présentées dans la thèse, la convergence presque
complète est en certain sens plus facile à énoncer et appliquer que la convergence presque
sûre. De plus, on voir ultérieurement que ce mode de convergence implique la convergence
presque sûre.

Définition 2 Soit (Wn)n∈N une suite de variables aléatoires réelles (v.a.r.). On dit que
(Wn)n∈N converge presque complètement vers une v.a.r. W , et on note Wn −→p.co. W , si et
seulement si,

∀ε > 0,
∞∑
n=0

P(|Wn −W | > ε) <∞.

En outre, soit (vn)n∈N une suite de nombres réels positifs tend vers zéro ; on dit que le taux
de la convergence presque complète de (Wn)n∈N à W est d’ordre (vn) et on note Wn −W =
Op.co.(vn), si et seulement si

∃ε0 > 0,
∞∑
n=0

P(|Wn −W | > ε0vn) <∞.

Définition 3 On dit qu’une suite de v.a.r (Wn)n∈N converge P presque sûrement vers une
v.a.r W , et on note Wn −→P.p.s. W , si et seulement si

P( lim
n←→∞

Wn = W ) = 1.

Le taux de la convergence presque sûre d’une suite de v.a.r. est défini par la condition

Wn −W = Op.s.(vn) ⇔ P(Wn −W = Op.s.(vn)) = 1

⇔ P(∃C <∞,∃n,∀m > n, |Wm −W | ≤ Cvm) = 1
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Proposition 1 Si limn←→∞Wn = W , p.co alors limn←→∞Wn = W , p.s.

Preuve 1 Sans perte de généralité, On montre le résultat pour X = 0.
Pour tout ε > 0, on a

∑∞
n=0 P (|Wn| > ε) <∞. D’après le lemme de Borel Cantelli, on aura

P(limn←→∞{|Wn| > ε}) = 0,

qui peut être réécrit comme P(Aε) = 1 où

Aε = {∃n,∀m > n, |Xm| ≤ ε}.

Notons que la suite (Aε)ε est une suite d’événements incorporés, et donc la propriété ∀ε >
0,P(Aε) = 1 implique directement la convergence presque sûre, c’est à dire

P(∀ε > 0,∃n,∀m > n, |Xm| ≤ ε) = 1.

Proposition 2 Supposons que Wn −W = Op.co.(vn) alors on a Wn −W = Op.s.(vn)

Preuve 2 Sans perte de généralité, On montre le résultat pour X = 0.
Comme précédemment le lemme de Borell Cantelli nous permet d’avoir

P(limn←→∞{|Wn| > ε0vn}) = 0.

Cela peut être également écrit comme

∃ε0,P(∃n,∀m > n, |Wm| > ε0vm) = 1.

Il vient directement que Wn = Op.s.(vn)

Proposition 3 Soient lx et ly deux nombres réels déterministes et soit (un)n∈N une suite
de nombres réels tend vers zéro.
1) Si limn→+∞Xn = lx, p.co. et limn→+∞Yn = ly, p.co., on a
a) limn→+∞(Xn + Yn) = lx + ly p.co.,
b) limn→+∞(Xn × Yn) = lx × ly p.co.,
c) limn→+∞

1
Yn

= 1
ly

p.co. tant que ly 6= 0.
2) Si Xn − lx = Op.co.(Un) et Yn − ly = Op.co.(Un), on a
a) (Xn + Yn)− (lx + ly) = Op.co.(Un),
b) (Xn × Yn)− lx × ly = Op.co.(Un),
c) 1

Yn
− 1

ly
= Op.co.(Un) tant que ly 6= 0.

Proposition 4 Soit (Wn)n∈N une suite de variables aléatoires et soit g une fonction conti-
nue.
Si

Wn −→P.p.s. W

alors
g(Wn) −→P.p.s. g(W )
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Les inégalités exponentielles de Type Bernstein pour des
v.a.r. indépendantes

La notion de la convergence presque complètes est liée principalement sur des inéga-
lités exponentielles pour les sommes de variables aléatoires. Ces inégalités diffèrent selon
les différentes hypothèses vérifiées par les variables aléatoires. Nous nous concentrons ici
sur la soi-disant inégalité de Bernstein. Ce choix a été fait parce que la forme de l’inéga-
lité de Bernstein est la plus simple pour les développements théoriques sur les statistiques
fonctionnelles.

Proposition 5 (cf corollaire A.8 dans Ferraty et Vieu [25])
Soit (Zn)n∈Z une suite de variables aléatoires indépendantes et centrées.
i) Si ∀m ≥ 2, ∃Cm > 0 ; E|Zm

1 | ≤ Cma
2(m−1), nous avons

∀ε > 0, P

(
|

n∑
i=1

Zi| > εn

)
≤ 2exp

(
− ε2n

2a2(1 + ε)

)
.

ii) Si les variables Zn dépendent de n (i.e. Zi := Zi,n) et si ∀m ≥ 2, ∃Cm > 0 ; E|Zm
1 | ≤

Cma
2(m−1)
n et si un = n−1a2

n log n vérifie lim
n→∞

un = 0, nous avons

1

n

n∑
i=1

Zi = Op.co. (
√
un ) .

Proposition 6 (cf corollaire A.9 dans Ferraty et Vieu [25])
Soit (Zn)n∈Z une suite de variables aléatoires indépendantes et centrées.
i) Si ∃M <∞ ; |Z1| ≤M et si EZ2

1 ≤ σ2, nous avons

∀ε > 0, P

(
|

n∑
i=1

Zi| > εn

)
≤ 2exp

(
− ε2n

2σ2(1 + εM
σ2 )

)
.

ii) Si les variables Zn dépendent de n (i.e. Zi := Zi,n) et si ∃M = Mn < ∞ telle que
|Z1| ≤ Mn, si EZ2

1 ≤ σ2
n, un = n−1σ2

n log n telle que lim
n→∞

un = 0 et lim
n→∞

M
√
un

σ2
n

= 0, nous
avons

1

n

n∑
i=1

Zi = Op.co. (
√
un ) .

La semi métrique basée sur les dérivées
Définition 4 d est une semi métrique sur un espace F si elle vérifie les conditions suivantes

1. ∀x ∈ F , d(x, x) = 0.
2. ∀(x, y, z) ∈ F × F × F , d(x, y) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Une semi métrique d peut être définie comme une métrique mais telle que d(x, y) = 0 ;
x = y.
Un espace semi métrique est le couple (F , d).
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Définition 5 En analyses fonctionnelles, le choix des fonctions de localisation β(., .) et
δ(., .) constituent un paramètre important pour l’utilisation pratique de l’approche employée.
Il existe plusieurs façons de choisir les opérateurs β(., .) et δ(., .), mais le choix approprié est
déterminé par rapport à la forme des courbes et dépend de l’objectif de l’étude statistique.
Par exemple, si les données fonctionnelles sont des courbes lisses, on peut essayer d’utiliser
la famille suivante de fonctions de localisation :

β(x1, x2) =

∫ 1

0

θ(t)(x
(q)
1 (t)− x(q)

2 (t))dt

et

δ(x1, x2) =

√∫ 1

0

(x
(q)
1 (t)− x(q)

2 (t))2dt,

où x(q) est la dérivée d’ordre (q) de la courbe x et θ(t) est est la fonction propre de la
covariance empirique

1

n

n∑
i=1

(X
(q)
i −X(q))t(X

(q)
i −X(q))

associée à la q-plus grande valeur propre.

Les noyaux
Définition 6 Une densité K définie sur R est appelée

1. noyau de type 0, si son support est [−1, 1] et si pour tout u ∈]0, 1[,

K(u) > 0;

2. noyau de type 1, s’il existe deux constantes réelles
0 < C1 < C2 <∞ telles que :

C11[0,1] ≤ K ≤ 1[0,1]C2;

3. noyau de type 2, si son support est [0, 1] et si sa dérivée K ′ existe, est continue sur
[0, 1] et vérifie

C3 ≤ K ′ ≤ C4,

où C3 et C4 sont deux constantes réelles telles que −∞ < C3 < C4 < 0.

Le fameux Théorème de Bochner qui permet de traiter le terme EK(X−x
h

)

h
, dans le cadre

fonctionnel le terme EK(
d(X,x)
h

)

h
qui le remplace est traité grâce au lemme suivant.

Lemme 4.1 i) Si K est un noyau de type 1, alors il existe deux constantes positives C et
C ′ telles que

Cφx(h) ≤ EK

(
d(x,X)

h

)
≤ C ′φx(h).
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ii) Si K est un noyau de type 2 et si φx satisfait

∃C ′′ > 0,∃ε0,∀ε < ε0,

∫ ε

0

φx(u)du > C ′′εφx(ε), (4.1)

alors il existe deux constantes réelles non négatives C et C ′, telles qu’on ait pour h suffi-
samment petit

Cφx(h) ≤ EK

(
d(x,X)

h

)
≤ C ′φx(h).

Preuve du Lemme 4.1 i) Par définition d’un noyau de type 1, nous avons

C11[0,1] ≤ K ≤ C21[0,1],

ce qui implique que

C11B(x,h)(X) ≤ K

(
d(x,X)

h

)
≤ C21B(x,h)(X).

Le resultat visé s’en déduit par passage à l’espérance en posant C = C1 et C ′ = C2.
ii) Nous pouvons écrire

K(t) = K(0) +

∫ t

0

K ′(u)du,

et puisque

EK

(
d(x,X)

h

)
=

∫ 1

0

K(t)dP
d(x,X)
h (t),

nous obtenons

EK

(
d(x,Xi)

h

)
=

∫ 1

0

K(0)dP
d(x,X)
h (t) +

∫ 1

0

(∫ t

0

K ′(u)du

)
dP

d(x,X)
h (t)

=

∫ 1

0

K(0)dP
d(x,X)
h (t) +

∫ 1

0

(∫ 1

0

K ′(u)1[u,1](t)du

)
dP

d(x,X)
h (t).

En appliquant le théorème de Fubini, la relation précédente s’écrit

EK

(
d(x,X)

h

)
= K(0)

∫ 1

0

dP
d(x,X)
h (t) +

∫ 1

0

K ′(u)

(∫ 1

0

1[u,1](t)dP
d(x,X)
h (t)

)
du

= K(0)P (X ∈ B(x, h)) +

∫ 1

0

K ′(u)P

(
u ≤ d(x,X)

h
≤ 1

)
du

= K(0)φx(h) +

∫ 1

0

K ′(u)

[
P

(
d(x,X)

h
≤ 1

)
− P

(
d(x,X)

h
≤ u

)]
du

= K(0)φx(h) +

∫ 1

0

K ′(u)[φx(h)− φx(hu)]du

= K(0)φx(h) + φx(h)[K(1)−K(0)]−
∫ 1

0

K ′(u)φx(hu)du

= K(1)φx(h)−
∫ 1

0

K ′(u)φx(hu)du.
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K(1) 6= 0, le noyau K est de type 1 (en vertu de l’exercice 3.1) pour lequel l’inégalité
recherchée est vérifiée d’après la partie i).
Si K(1) = 0, on a

EK
(
d(x,X)
h

)
= −

∫ 1

0
K ′(u)φx(hu)du.

Le changement de variable suivant t = hu donne

EK

(
d(x,X)

h

)
= −1

h

∫ h

0

K ′
(
t

h

)
φx(t)dt,

K étant un noyau de type 2, combiné avec la relation (4.1), nous donne pour h < ε0

EK
(
d(x,X)
h

)
≥ − 1

h
h C ′′C3 φx(h) ≥ Cφx(h),

où

C = −C ′′C3.

Comme K est borné et à support dans [0, 1], en posant C ′ = supt∈[0,1]K(t), les mêmes
arguments utilisés en i) impliquent que

EK

(
d(x,X)

h

)
≤ C ′φx(h) . (4.2)
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