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Plan de la These

OO0 Le premier chapitre (1)) est consacré a certaines notions préliminaires
sur les problémes mal posés au sens d’Hadamard en les illustrant par
des exemples bien détaillés.

[J Dans le deuxiéme chapitre , on aborde I’étude d’un probléme de Cau-
chy abstrait parabolique rétrograde non-homogéne a coefficient opera-
toriel positif auto-adjoint non borné. Ce probléme est mal posé. On
propose alors de le régulariser par une méthode de troncature avec un
choix a posteriori du parametre de régularisation. Un exemple numé-
rique est donné pour montrer 'efficacité de la méthode proposée.

[J La méme méthode a été appliquée avec succés dans le troisiéme chapitre
sur un probléme mal posé pour I'équation de la chaleur avec une
condition intégrale. Les résultats de ce chapitre ont été publiés dans le
journal international Georgian Mathematical Journal.

[J Le quatriéme chapitre traite un probléme non-homogéne pour une
équation parabolique du second ordre avec une condition aux limites
intégrale. On montre qu’il est mal posé et on propose de le régulariser
par la méme méthode appliquée précédemment. On illustre la méthode
par une application numérique.

[J Le dernier chapitre ([5) est consacré a I’étude d’un probléeme non-homog-
éne mal posé pour I’équation de la chaleur ot on combine entre une
condition aux limites intégrale et une autre non-locale. On analyse |’in-
stabilité du probléme et on propose une régularisation par la méthode
appliquée dans cette Thése. Enfin, un exemple numérique est donné
pour prouver 'efficacité de la méthode.



Introduction générale

0 PROBLEMES MAL POSES

> .E concept de probléme bien posé en physique mathématique a été

introduit en 1923 par le Mathématicien Francais Jacques Salomon
5 Hadamard dans son écrit sur les équations aux dérivées partielles et
leur signification physique [I5]. Il s’agit d’un probléme dont la solution existe,
est unique et dépend continiiment des données (stabilité). Il est a noter que
ces notions doivent étre précisées par le choix des espaces et des topologies.
Hadamard pensait que seul un probléme bien posé pouvait modéliser correc-
tement un phénomeéne physique.

Les problémes mal posés ont été longtemps négligés par la physique ma-
thématique les considérant dénués de sens physique ou reflétant une mo-
délisation inadéquate. Actuellement, la notion de problémes mal posés est
reconnue et inspire de nombreuses recherches en mathématiques.

0 PROBLEMES INVERSES

I‘ N probléme inverse est une situation dans laquelle les valeurs de

‘%)}) 9 certains paramétres (ou inconnues) d’un modéle doivent étre iden-
WYY, tifices a partir d’observations (ou mesures) du phénomeéne. Par
exemple, en sismologie, la localisation de 1’origine d'un tremblement de terre
a partir de mesures faites par plusieurs stations sismiques réparties sur la sur-
face du globe terrestre est un probléme inverse. C’est également en quelques
sortes le contraire d’un probléme direct.

D’aprés J. B. Keller [22], deux problémes sont dits inverses l'un de 'autre
si la formulation de I'un met 'autre en cause. Cette définition comporte
une part d’arbitraire, et fait jouer un réle symétrique aux deux problémes
considérés.




Une définition plus opérationnelle est qu'un probléme inverse consiste a
déterminer des causes connaissant des effets. Ainsi, ce probléme est l'inverse
de celui appelé probléme direct, consistant a déduire les effets, les causes étant
connues. Cette définition montre que nous sommes plus habitués a étudier
des problémes directs. En effet, depuis Newton la notion de causalité est
ancrée dans notre subconscient scientifique, et & un niveau plus prosaique,
nous avons appris a poser, puis résoudre des problémes pour lesquels les
causes sont données, et I'on cherche les effets.

La prédiction de I’état futur d’un systéme physique, connaissant son état
actuel, est 'exemple type du probléme direct. On peut envisager divers pro-
bléemes inverses : par exemple, reconstituer I’état passé du systéme connais-
sant son état actuel (si ce systéme est irréversible), ou la détermination de
paramétres du systéme, connaissant (une partie de) son évolution.

On retrouve des problémes inverses dans de nombreux domaines scien-
tifiques, en particulier dans les tissus organiques en imagerie médicale, le
traitement du signal, la cosmologie, une salle de concert en acoustique ar-
chitecturale, I’Univers en cosmologie..., ce caractére répandu, et ce dans des
domaines aussi divers s’explique par la nature tres générale des problémes
inverses.

La résolution d’un probléme inverse passe en général par une étape initiale
de modélisation du phénomeéne, dite probléme direct qui décrit comment les
parameétres du modéle se traduisent en effets observables expérimentalement.
Ensuite, a partir des mesures obtenues sur le phénomeéne réel, la démarche
va consister & approximer au mieux les parameétres qui permettent de rendre
compte de ces mesures. Cette résolution peut se faire par simulation numé-
rique ou de fagon analytique. La résolution mathématique est rendue difficile
par le fait que les problémes inverses sont en général des problémes mal po-
sés, c’est-a-dire que les seules observations expérimentales ne suffisent pas a
déterminer parfaitement tous les paramétres du modéle, voire de problémes
non linéaires, c’est-a-dire que la modélisation peut s’approcher des observa-
tions en s’écartant des parameétres réels. Il est donc nécessaire d’ajouter des
contraintes ou des informations a priori qui permettent de réduire 1’espace
des possibilités de fagon & aboutir a une solution unique.

Une difficulté pratique de 1’étude des problémes inverses est qu’elle de-
mande souvent une bonne connaissance du probléme direct, ce qui se traduit
par le recours a une grande variété de notions tant physiques que mathéma-
tiques. Le succes dans la résolution d’un probléme inverse repose en général
sur des éléments spécifiques a ce probléme.



Notions préliminaires

U début de cette These, on rappelle quelques notions importantes
> sur les problémes mal posés en les illustrant par des exemples bien
- détaillés. Plus précisément, on aborde trois exemples de problémes
mal posés qui sont : le probléme de Cauchy inverse pour l’équation de la
chaleur non-homogeéne, le probléme de Cauchy pour I’équation de la Laplace
dans le cas bidimensionnel, et enfin, on terminera par un probléme de Neu-
mann.

1.1 Notions sur les problémes mal posés

Le concept mathématique de probléme bien posé provient d’une définition
du Jacques Salomon Hadamard[]qui pensait que les modéles mathématiques
de phénomeénes physiques devraient avoir les trois propriétés suivantes : une
solution existe, la solution est unique, la solution dépend de fagon
continue des données dans le cadre d’'une topologie raisonnable.

Définition 1.1.1 (Hadamard) Soient X etY deux espaces vectoriels nor-
més et A: X — Y un opérateur. Le probléme inverse Ax =y est bien posé
au sens d’Hadamard si :

1. Existence : Pour tout y € Y, il existe v € X, tel que Ax = y.
2. Unicité : Pour tout y € Y, il y a au plus une solution v € X.
3. Stabilité : La solution x dépend contintiment de la donnée y.

St au mowns l'une de ces trois conditions n’est pas vérifiée, alors le probléme
est dit mal posé ou incorrectement posé.

x. Mathématicien Frangais né le 08 Décembre 1865 a Versailles, mort le 17 Octobre
1963 a Paris connu par ses travaux en théorie des nombres, en analyse complexe, en
analyse fonctionnelle, en géométrie différentielle et en théorie des équations aux dérivées
partielles.



Remarque 1.1.1 De la Définition précédente, on remarque le suivant :

1. Du point de vue mathématique, la condition 1 exige que [’opérateur A
soit surjectif, ¢’est-a-dire :

VyeVY, Jre X : Az =y.

2. La condition 2 exige que l'opérateur A soit injectif, c’est-a-dire :

Vo, o9 € X 1 Ary = Ay =—> 11 = 2o.

3. La condition 3 signifie mathématiquement la continuité de ['opérateur
inverse A~L, en d’autres termes :

pour Ax =y, AT =79, ona:limz = x.
9=y

On note que ces notions doivent étre bien précisées par le choix des espaces
ou des topologies, dans lesquelles les données et la solution évoluent.

Le fait que la solution d’un probléme puisse ne pas exister, n’est pas
une difficulté sérieuse. Il est habituellement possible de rétablir I’existence en
relaxant la notion de solution (procédé classique en mathématiques).

Si un probléme a plusieurs solutions (non-unicité) c’est une chose plus
sérieuse, il faut un moyen de choisir entre elles. Dans ce cas, il faut ajouter
des informations supplémentaires pour minimiser le nombre des solutions
(une information a priori).

La question la plus difficile sans aucun doute est celle de la stabilité :
si P'on change légérement les données (conditions initiales, conditions aux
limites, coefficients, la géométrie du domaine, et les éventuelles variations en
temps de ces derniers) la solution varie-t-elle peu ou beaucoup 7 C’est-a-dire,
varie-t-elle continiment en fonction des données ? Il y a des problémes ol une
petite différence dans les parameétres entraine un comportement totalement
différent de la solution (cas des phénomeénes dits “chaotiques”).

Le manque de stabilité est problématique, en effet, le fait de remplacer le
probléme exact par un probléme approché implique en général des perturba-
tions sur les données. Si on n’est pas assuré que de “petites” perturbations sur
les données entrainent des perturbations “pas trop grandes” sur la solution,
il devient trés difficile de calculer une solution approchée du probléme.

1.2 Exemples de problémes mal posés

Ci-apres, on donne trois exemples de problémes mal posés.



1.2.1 Le probléme de Cauchy inverse pour I’équation de
la chaleur non-homogéne

Exemple 1.2.1 Considérons le probleme de Cauchy inverse suivant :

u(z,t) O*u(x,t)

={(z,t), € (0,m), te(0,7),

0 Ox?
U(O,i) =u(m,t) =0, t€10,7], (1.2.1)
u(z, T) = ¥(z), x € (0,7,

ou Y (z) et &(x,t) sont deux fonctions données. Le nombre T est strictement
positif, ¢’est-a-dire T" > 0.

Le probléme direct lié a I’équation de la chaleur est de déterminer la tem-
pérature u(z,t) au temps t € (0,7") & savoir la température initiale u(x,0),
tandis que le probléme inverse est de déterminer u(x,t) pour t € (0,7) a
savoir la température finale u(z,T).

Par la méthode de séparation des variables, on obtient la solution du

probléme (1.2.1) donnée par :

o 2 T 2
u(a,t) =Y (e(Tt)" Uy — /t els=n §n(s)ds) bn(), (1.2.2)

n=1

/w Jou(a)de, £,(1) /ﬁan

2
On(x) = \/j sin(nzx) qui forment une base orthonormale compléte dans 1’es-
T

pace de Hilbert L?(0, ).

Il est clair que si cette solution existe, elle est unique et cela par 'unicité
de la solution du probléme de Cauchy pour les équations paraboliques.

Le probléme consiste a chercher la donnée initiale, ¢’est-a-dire la solution

u(z,t) a l'instant ¢ = 0. En remplagant ¢t = 0 dans (1.2.2)) on obtient :

u(z,0) = f (eT”2¢n - /0 : 65”2§n(s)ds) O (). (1.2.3)

n=1

avec

et

On peut voir que le probléme ((1.2.1)) est résoluble si la série (1.2.3)) est

convergente dans L*(0, ) et cela veut dire que :

2

400 T
Z (eT”den —/ es”2§n(s)ds) < +o00. (1.2.4)
0

n=1

Cette derniére condition de convergence ne peut pas avoir lieu seulement si
¥, et &, décroissent suffisamment rapide pour n assez grand donc la solution
dans le cas contraire n’existe pas, et par suite le probléme (|1 est mal posé.



Remarque 1.2.1 Méme si on suppose que la solution existe, le probleme
reste mal posé, car nous nous trouvons face a un probleme d’insta-
bilité, c’est-a-dire que des petites perturbations de la donnée finale ¥ n’im-
pliqguent guére le méme comportement sur la solution.

1.2.2 Le probléme de Cauchy pour I’équation de La-
place dans le cas bidimensionnel

Exemple 1.2.2 E| Considérons le probleme de Cauchy suivant :

O*u(z,y) N O*u(z,y)

Au(r,y) = =0, (z,y) € R x(0,+00),

@.1) 0x? 0y?
ou(x,y (1.2.5)
T\ I — e R’ L.
ay y=0 901 (flj), T
u(,0) = g1(), reR
ol ¢1(x) et gi(x) sont deux fonctions données. Si on prend :
L.
gi(x) =0, et ¢i(x)=—sin(ax), o >0,
a
on obtient la solution du probléme de Cauchy ((1.2.5) donnée par :
1
uy(r,y) = — sin(azx) sinh(ay). (1.2.6)
a

Il est clair que wui(x,y) est une solution unique du probléme et
cela par 'unicité de la solution du probléeme de Cauchy pour les équations
elliptiques.

Maintenant, prenons les données différentes suivantes :

g2(x) =0, et @o(x) =0,
On vérifie aisément que :
us(z,y) =0, (1.2.7)

est I'unique solution du probléme ([1.2.5)).

Estimons au sens de la métrique d de C' ('espace des fonctions continues)
les différences entre les données initiales et les solutions (|1.2.6]) et (1.2.7)) :

d(g1,92) = sug l91(z) — ga(2)]
S

=0,

7. Exemple cité par Hadamard, voir [14].



d(1, p2) = Sup lo1(z) — p2(2)|

L.
o sin(ax)

= sup
z€R

d(ula U'Q) = Sup |U1(ZL‘7 y) - U’Q(‘Ta y)|
zeR

= sup
zeR

i _ sin(ax) smh(Oéy)'

L.
== sinh(ay).

1
C’est clair qu’on peut rendre la valeur — assez petite que 'on veut en
o

1
prenant des valeurs assez grandes de a. Par contre, la valeur — sinh(ay)

peut étre rendue assez grande que 'on veut pour des valeurs suffisamment
élevées de v pour chaque y > 0 fixé. Par conséquent, des petites perturbations
sur les données entrainent des grandes variations sur les solutions, et par suite

le probléme (1 est instable, donc il est mal posé.

1.2.3 Un probléme de Neumann mal posé

Exemple 1.2.3 Considérons le probleme de Neumann pour une fonction
u(z) a valeurs réelles définie sur un intervalle [a,b] :

u’(z) =0,
u'(a) =, (1.2.8)
u'(b) = e,

ol ¢ et ¢ sont deux constantes réelles.
On veut savoir si ce probléme est mal ou bien posé. Cherchons alors la
solution u(x), on a :

—0:>/ dm—/de,

= 1 / ¢ est une constante réelle arbitraire,

———>/ dm—/cldx,

(x) = c1x + ¢ / ¢y est une constante réelle arbitraire.
Cette solution doit vérifier les deux conditions du probléme, on a alors :
u(z) = = u'(a) = ¢ =1, (1.2.9)

10



u'(x) = = u'(b) =c1 = . (1.2.10)
De (1.2.9)) et (1.2.10), on obtient : ¢ = .
De ce qui précéde, on déduit que la solution du probléme ((1.2.8]) n’existe

pas si 1) # @, par contre si ¢ = ¢ on obtient une infinité de solutions de la

forme u(x) = x + co qui vérifient le probléme ([1.2.8)), et dans les deux cas
le probléme est mal posé.

11



Régularisation d'une classe de problemes de
Cauchy inverses non-homogeénes

\\/3\,' Ans ce chapitre, on étudie un probléme de Cauchy abstrait para-
g@%@) bolique rétrograde non-homogéne a coefficient operatoriel positif
é\ /) auto-adjoint non borné sur un espace de Hilbert H. En utilisant
la méthode de troncature avec une régle du choix a posteriori du parameétre
de régularisation, on donne les estimations de convergence entre la solution
exacte et son approximation régularisée. Enfin, un exemple numérique est
donné pour montrer 'efficacité de la méthode proposée.

2.1 Motivation au probléme

Soit H un espace de Hilbert séparable muni du produit scalaire (-, -) et de
la norme ||-||. Pour un nombre strictement positif 7", on considére le probléme
de Cauchy non-homogéne qui consiste a chercher la fonction w : [0,7] — H
telle que :

u+Au(t) = f, 0<t<T, (2.1.1)

u(T) =g, (2.1.2)

ou la donnée finale g est dans H et f : [0,7] — H. L’opérateur A est un
opérateur non borné positif et auto-adjoint. Ce probléme est mal posé. Si une
solution existe sur [0, T, elle ne dépendra jamais de la donnée finale g. Alors,
les méthodes de régularisation pour ce genre de problémes sont nécessaires.
Dans ce contexte, de nombreuses approches ont été appliquées, comme la
méthode de quasi-valeurs de Ivanov [20], la méthode de régularisation de
Tikhonov [33], la méthode de quasi-réversibilité de Lattés et Lions [23], la
méthode de Gajewski et Zacharia basée sur I’expansion de fonctions propres
[21], la méthode des conditions aux limites auxiliaires [20], 25], la méthode
des valeurs quasi-limites [8, [IT], 1], la méthode de réduction & un probléme
de Dirichlet dite la méthode de Carasso [0 [7] et la méthode dite en anglais
C-regularized semigroups [25].
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Le cas oul f = 0 et A est un opérateur auto-adjoint ayant un spectre dis-
cret sur H a été considéré par de nombreux auteurs en utilisant des approches
différentes, citons par exemple Lattés et Lions 23], Miller [26], Payne [29]
qui ont approché — en perturbant 'opérateur A. Cette méthode
est appelée la méthode de quasi-réversibilité (QR). L’idée principale de cette
technique consiste a ajouter un “correcteur” dans 1’équation principale, ils
ont considéré le probléme :

u+ Au—eA"Au =0, te[0,T], w(T)=y.

La magnitude de la stabilité de la méthode est de Pordre e . Dans [21],
le probléme est approché par :

ur + Au+eAu, =0, t€[0, 7], u(l)=y.

Ames et Hughes [3] ont donné une étude sur la relation entre les méthodes
de la théorie des opérateurs et la méthode de QR, ils ont traité le probléme
de Cauchy abstrait :

d
d—?:Au, wT)=x, 0<t<T.

Les auteurs ont considéré le probléme a la fois dans un espace de Hilbert
et dans un espace de Banach. Ils ont également donné de nombreux résultats
de stabilité structurale.

Dans [32], Showalter a présenté une méthode différente appelée méthode
des valeurs quasi-limites pour régulariser le probléme linéaire homogéne, il a
donné une stabilité mieux que I'une donnée par les méthodes décrites pré-
cédemment. L’idée principale consiste a ajouter un “correcteur” approprié
dans la donnée finale. En utilisant cette méthode, les auteurs Clark et Op-
penheimer dans [§], Denche et Bessila dans [11] ont régularisé le probléme
homogeéne abstrait a valeur finale en remplagant la condition finale par :

u(T) + eu(0) = g,

et
u(T) — ed(0) = g,

respectivement.

Une approche similaire connue sous le nom de la méthode des conditions
aux limites auxiliaires a été donnée dans |20, 25].

Trés récemment, une version améliorée du probléme homogéne mal posé
a été également donnée dans [I§] par Dinh Nho Hao et son groupe.

Parmi de nombreuses études sur le probléme de Cauchy rétrograde, le
cadre général du probléme non-homogéne est a peine pris en considération. Le
cas général ou A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe holomorphe
a été étudié dans [4] o le probléme approché est donné par :

u+h(Au=f 0<t<T,
uT) =g,
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pour une convenable fonction h.

On propose dans cette Theése de stabiliser le probleme (2.1.1)—(2.1.2)) en
éliminant toutes les fréquences élevées dans la solution, ce qui est connu
comme la méthode de troncature. Elle consiste a couper les coefficients de
Fourier en faisant une regle a posteriori du choix du paramétre de régulari-
sation. Dans le cas homogeéne cela coincide avec I’écart de la donnée bruitée
et sa projection de dimension finie.

Cela permettra d’obtenir une estimation a posteriori entre la solution
exacte et la solution régularisée. Il convient de mentionner qu'une technique
similaire a été appliquée avec succés pour différents modéles tels que les équa-
tions différentielles aux dérivées partielles du second ordre paraboliques rétro-
grades [41], les équations de type Helmholtz [40)], la différentiation numérique
[43], et le prolongement numérique analytique basé sur des développements
d’Hermite [42].

La méthode de troncature a été effectivement appliquée pour régulariser
de nombreux problémes mal posés (voir par exemple, [13, 27, 28 37, 138])
pour différents problémes paraboliques rétrograde dans le temps, mais les es-
timations d’erreur ont été basées sur une régle a priori du choix du paramétre
de régularisation.

Le reste du travail est organisé comme suit : dans la section 2, on affirme
la formulation mathématique du probléme (2.1.1)—(2.1.2) et on analyse son
instabilité. La régle du choix a posteriori du paramétre de régularisation et
les estimations de stabilité sont présentées dans la section 3. Dans la section
4, un exemple numérique est donné pour tester la précision et 'efficacité de
la méthode proposée.

2.2 La formulation mathématique et la cause
de l'instabilité

Considérons le probléme de Cauchy rétrograde non-homogéne suivant :

{ut +Au(t) =f, 0<t<T, (2.2.1)

u(T) =g,
ou T > 0 est une constante positive et A : D(A) — H est un opérateur
non borné positif auto-adjoint sur un espace de Hilbert H. La donnée finale
g€ Het fe L*(0,T),H). On suppose que I'opérateur A admet une base
propre orthonormale {¢,},>1 dans H, associée aux valeurs propres {\,},>1
telles que :
D<M <X<---, et lim A\, =+o0.

n——+oo

Définition 2.2.1 Une fonction u : [0,T] — H est appelée une solution du

probléeme (2.2.1) dans le sens classique si u(t) € D(A), pour tout t € (0,T),
u € CH(0,T),H) et satisfait I’équation et la condition finale.

14



Lemme 2.2.1 Pour g € H et f € L*((0,T),H), le probleme (2.2.1)) a une
solution dans le sens classique si et seulement si :

2
< 4o0. (2.2.2)

+o0

2.

n=1

T
g, —/ e f(s)ds
0

Preuve 2.2.1 Supposons que le probleme (2.2.1) a une solution u(t) dans
+o0
le sens classique, alors : u(t) = Zun(t)qﬁn, u(t) € ©D(A), vt € (0,T) et

u € CH(0,T),H).
D’apres équation et la condition finale dans le probleme (2.2.1)), u(t) peut
étre formellement écrite comme suit :

—+00

u(t) = Z (G(T—t)Angn B /T e(s_t)k”fn(s)ds> . (2.2.3)

n=1

ol g, et f, sont les coefficients de Fourier de g et f dans H respectivement.
Comme u(t) € H, Vt € [0,T], en utilisant l'identité de Parseval-Steklov, on
obtient :

+o0o T 2
] = 3 [eTg, = [ e s (s)ds| <+
n=1 t
en particulier pourt =0, on aura :
+o00 T 2
)1 = Y- | = [ e s(s)ds| < o
n=1 0

Maintenant, supposons que la condztzon soit satisfaite, alors on définit
la fonction u(t) par la formule (2 et en utzlzsant linégalité de Cauchy-

Schwarz et des inégalités élémentaires, on obtient :

T
|| u(t) <2Z Tang _/o e £ (s)ds

Similairement, pour Au(t), on aura :

|Au Z)\Q —2tAn,

2
2
+ 2T || 1201y ) -

2

T
—/ e f.(s)ds

alors :

2

+ 270 F1122 0.1y ),

T
Thng —/ e f.(s)ds
0
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et par suite, u(t) € ®(A), Vt € (0,T). D’une maniére similaire, étant donné
que nous avons :

+oo

0= 3 [0 = e (g, [ p1as) | o

n=1

on vérifie que u € C*((0,T),H). Finalement, nous vérifions que u(t) satisfait
le probleme (2.2.1)), ainsi le Lemme est démontré.

U
Ensuite, supposons que EF soit une constante positive telle que :
Ju(0)] < E. (2.2.4)
Soit ¢° € H vérifiant :
g’ =gl <9, (2.2.5)

ou ¢ représente le niveau d’erreur.
La solution du probléme (2.2.1)) est comme suit :

+o0 T
u(t) = Z (e(T—t)Angn _/t G(S_t)’\"fn(s)ds> . (2.2.6)

n=1

ot gn, = (g, On)s frn = (f,n), Vn > 1.
D’apres (2.2.4), (2.2.6)), et I'identité de Parseval-Steklov, on a :

+oc0 T 2
lu(O)]* =) | gn —/ e fo(s)ds| < +oo. (2.2.7)
n=1 0
Notons que la croissance rapide des termes e’ et e** est la source de

I'instabilité du probleme (2.2.1]). La borne a priori implique que les
coefficients g, et f,, doivent se décroitre rapidement pour les grands n. Par
conséquent, un moyen naturel pour obtenir une approximation stable de la
solution u est d’éliminer l'effet des hautes fréquences et de considérer la
solution u pour les \,, qui sont inférieures ou égales a N, c’est-a-dire \,, < N,
ou N est un entier positif qui joue le role du paramétre de régularisation.

2.3 Le choix a posteriori du paramétre de régu-
larisation et les estimations de la stabilité

On définit la solution régularisée du probléme (2.2.1)) comme suit :

T
un(t) = Z (e(Tt))‘”gn —/ e(“’t)’\”fn(s)ds> On.- (2.3.1)

A <N

16



Dans le cas de la donnée finale perturbée ¢°, on utilise la formule similaire :

T
uly () = Z (e(Tt))‘"gfL —/t e(St)’\"fn(s)ds> Ons (2.3.2)

An <N

ot ¢ = (g°, $,) sont les coefficients de Fourier de ¢°.

On propose de choisir le paramétre de régularisation comme le premier
entier N tel que : ||(1 — Py)e” T4 (0) | < 76, ot T est une constante telle que
7 > 1, Py est la projection orthogonale sur l'espace propre span{¢p,|\, <
N}, clest-a-dire : Pyh = Z (h, pn)bn, YR € H, et u’(0) est la solution

An<N
exacte correspondante a la donnée finale perturbée 95 a I'instant ¢ = 0. Plus
précisément, on a la relation suivante :

(1 - PN)e_TAu‘s(O)H <76 < ||(I - PN_l)e_TAu‘s(O)H : (2.3.3)

Proposition 2.3.1 Soit la solution u(t) du probléme (2.2.1) satisfaite a la

borne a priori (2.2.4) et soit ¢° € H vérifie [2.2.5). Si le paramétre de régu-
larisation N est choisi selon (2.3.3)), alors :

< lnE—ln((T—l)é)'

N
- T

(2.3.4)

Preuve 2.3.1 En utilisant la borne a priori (2.2.4), on obtient d’une part :

2. (gn— /0 ) e“*T)*”fn(s)ds)cén

2

A >N
T 2
An>N 0
T 2
_ Z 672T)\n 6T/\ngn_/ GSAnfn(S)dS
An>N 0
T 2
<Y Y g, [ (s)ds
An>N 0
< e TNE?2

Alors :
<e™VE. (2.3.5)

17



D’autre part, d’apres (2.3.3) et linégalité triangulaire, on sait que :

3 (gn— / e(S_T)A"fn(S)dS) bn

An>N
T
=1y (92 _/ e(s—T)Anfn(s)ds) bn— > (9= gn) On
An>N 0 An>N
T
Z Z (gg — / 6(S_T))\nfn(5)d3) ¢n - Z (gz - gn) ¢n
An>N 0 An>N
>76—0=(1—1)0,
et par suite :
T
Z <gn —/0 e(S_T)A"fn(s)ds) Onll > (T —=1)0. (2.3.6)
An>N

Combinons (2.3.5) avec (2.3.6)), il en résulte que :
(r—1)6<e™E,
ainst, la preuve est complétée par quelques calculs élémentaires.

O

Proposition 2.3.2 Soit u(t) la solution du probléme (2.2.1), supposons que
toutes les conditions de la Proposition sotent satisfaites et soient
un(t), u(t) données par [2.3.1)) et (2.3.2) respectivement. Alors, on a l’es-
timation :

|udy(t) —un(@®)]| < TIN5, vt e (0,T). (2.3.7)

Preuve 2.3.2 Pour toutt € (0,T), en utilisant l'identité de Parseval-Steklov
et la borne a priori (2.2.5)), on obtient :

Hu(]s\](t> —UN(t)HQ _ Z p2(T—)n |gz . gnf < p2(T—t)N Z ‘gz _gn‘2’
An<N A <N

il en résulte que :
[ude (2) = un (B)[|* < ATV ||g° — g||* < 2T-0N52,

ce qui implique ’estimation désirée.
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Proposition 2.3.3 Soit u(t) la solution du probléme (2.2.1]). Supposons qu’il
00 T

existe un nombre positif A de sorte que Z/ e2shn ]fn(s)]2 ds < A. Suppo-
n=10

sons que toutes les conditions de la Pmp—osition (2.3.1)) soient satisfaites et
un(t) soit donnée par (2.3.1)). Alors, on a lestimation suivante :

u(t) — un(8)]) < \/2 (E% (r+1)0)T + TAe—zTN), Yt € (0, 7).
(2.3.8)

Preuve 2.3.3 Pour tout t € (0,T), d’aprés lVidentité de Parseval-Steklov et
[inégalité de Holder, on obtient :

lu(t) — un(®)]”

T
L T

An>N+1 t

- ¥

An>N+1

< )2

An>N+1

< Z 26—2t)\n

An>N+1

t
2 ) / 0 | £, (s) ds
0

An>N+1

< > 2

An>N+1

+oo T
+ 2Te 2N Z/ e28An |fn(5)|2 ds
n=1 0

2

2

T t
e(T—t)Angn_/ e(s_t)knfn(s)ds—k/ e(s—t)”\”fn(s)ds

0 0

2
+2

2

T t
e(T*t))‘"gn _/ e(sﬁ))\nfn(s)dé’ / e(Sﬂ)/\nfn(S)dS
0

0

2

T
e g, — / e fo(s)ds

0

T
e g, — / e fo(s)ds

0

, )17
<2 Z eTA"gn—/ e £ (s)ds ]
An>N+1 0
T 27T
X [ Z gn—/ e £ (5)ds +2Te 2N A
An>N+1 0

T T

<257 | Y (gn— / 5= fn(s)ds) oull  + 2TV A
0

An>N+1
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2(T—t)

<2E7 T X

> (gi - /O ' 6(S‘T)A”fn(8)d8> Sn— D (95— gn) On

An>N+1 An>N+1
+2Te?N A

2(T—t)

<2FE T X

T
Z (gg_/ e(S_T)Anfn(S)dS) On
0

An>N+1
+2Te 2NV A

< 2B (16 + 6)T + 2Te 2N A
— 2B T (r+1)6)T +2Te N A,

2t
T

2t

; ]

> (90— 90) 6n

An>N+1

Alors :

2(T—t)

lu(t) —un(t)|| < \/2 <E ™ ((1+1) 5)% - Te—QtNA>.

O

Maintenant, combinons les Propositions [2.3.1H2.3.3 on obtient le Théo-
réme suivant qui nous donne 'estimation d’erreur entre la solution exacte et
la solution régularisée.

Théoréme 2.3.1 Soit u(t) la solution du probléeme (2.2.1)) telle que ||u(0)]] <
E. La donnée ¢° € M satisfait ([2.2.5). Supposons qu’il existe un nombre

+o0 T

positif A satisfaisant Z/ 2 | f(s)Pds < A. Siud(t) est donnée par
n=1 0

(2.3.2) et le parametre de régularisation N est choisi selon (2.3.3), on aura :

Jue) - e (0)] <

T—t 2t
E \NT 2Tt 2t —1\7 ¢
(T_1> + 2<E(TT) (r+1)7 +TA <TE ) ) 5T, (2.3.9)
vVt € (0,7).
Remarque 2.3.1 Dans le cas du probléme homogene, (2.3.3)) devient :

I

(1 = Pn)g’|| <70 < ||(I = Pn-1)g®

alors on obtient l’estimation suivante :

(r+1)?+( ! >TTt

Sl

[u(t) —ui ()| < E'-T§T, Vite (0,7).

T—1
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Remarque 2.3.2 Dans le probléme de Cauchy rétrograde (2.2.1)), si on prend
82
f =0 et Uopérateur A = ~ 57 e D(A) = H*(0,7) N H(0,7), on obtient

le méme ordre dans L*(0,7) que celui donné dans [{1].

2.4 Expériences numériques

Nous allons donner dans cette section un exemple numérique pour illustrer
la précision et l'efficacité de la méthode de régularisation de troncature avec
la régle du choix a posteriori (2.3.3). Nous prenons 7" = 1, et la donnée

simulée est générée en utilisant la formule suivante :
¢° = g; + drand(size(g));, (2.4.1)

ou g; est la donnée exacte, rand(size(g)); est un nombre aléatoire dans
[—1,1], g désigne le vecteur dont les éléments sont ¢; (i = 1,2,..., M) (M
est le nombre de discrétisation de la variable de l'espace), et § indique le
niveau d’erreur.

Nous prenons M = 41 et pour un ¢ € (0, 1) fixé, afin de mesurer 'exac-
titude de l'approximation numeérique de la fonction u(x,t), nous utilisons
la fonction RRMSE (dite en anglais relative root mean square error),
définie par :

M

Z (u(a:z, t) — u?v(xi, t))2

RRMSE =

: (2.4.2)

ou u et u‘]s\, sont la solution exacte et approximative, respectivement.

Pour I’évaluation de tous les coefficients dans ’exemple, nous utilisons
la formule de Simpson pour calculer les intégrales g, = (g(x), ¢n(2))r2(0,7)
(n =1,2,...,Ny) dans [0, 7], et les coefficients {g°}°, correspondants & la
donnée perturbée ¢° sont également calculés de la méme manicre, ot Ny est
un entier positif assez grand .

Pour calculer le paramétre de régularisation N, nous le choisissons tou-
jours selon (2.3.3)), ou la constante 7 > 1 est égale a 1,01, comme dans [16]
et [41].

Exemple 2.4.1 Considérons le probleme de Cauchy non-homogéne direct
suivant :

Up — Uy = —tsin(z), ze (0,m), te(0,1),
u(0,t) = u(m,t) =0, t €[0,1], (2.4.3)
w(z,0) = go(z) = (1 — e N —2)%, z€[0,7].

21



La solution du probléme ([2.4.3) est comme suit :

u(z,t) = f (e_”ztgg + /0 " fs-ont fn(s)ds) On(), (2.4.4)

n=1

2
ou ¢p(x) = - sin(nz), n = 1,2, ..., qui forment un systéme orthonormal de

L2(077r)7 gg - <90(x)7 ¢n(1‘)>L2(0ﬂT)7 et fn(t) = <_tSin(‘r)7¢n(I)>L2(0ﬂr)'
En particulier pour ¢ = 1, on obtient la donnée finale suivante :

“+oo

u(w, 1) = g() = 3 (e—"292 + / 1 6(5‘1)”2fn(8)d8) bule).  (245)

n=1

Notons que la donnée ([2.4.5) est une série infinie. Pour pouvoir faire de
comparaisons numériques entre les deux solutions exacte et régularisée, nous
devons d’abord la couper comme suit :

No

o0 =3 (st + [ 1 Vs )oula), (240)

n=1

pour N, suffisamment grand. Dans nos calculs, nous prenons Ny = 27, et
¢°(x) est calculée selon (2.4.1)).
Ensuite, nous choisissons le probléme final correspondant donné par :

Up — Uy = —tsin(z), x € (0,7), te(0,1),
w(0,t) = u(m, t) =0, tel0,1], (2.4.7)
u(z,1) = g(z), x € [0, 7.

Pour chaque ¢ € (0,1), la solution exacte du probléme (2.4.7) et son
approximation régularisée sont évaluées respectivement par :

27 1
u(z,t) = Z (e(lt)"2gn - / e(St)"an(s)ds> On(z), (2.4.8)
n=1 t
et N
1
udy(z,1) = Z (e(l_t)"ggz - / e(s_t)"an(s)ds) on(T), (2.4.9)
n=1 t

ou g, = <g7 ¢n>L2(0,7r) et gg = <967 ¢n>L2(0,7r)‘

La Figure montre la relation entre la fonction RRMSE et les dif-
férentes valeurs du paramétre de régularisation N avec un niveau de bruit
§d =1x10"* a I'instant ¢t = 0,9. De cette figure, nous pouvons voir qu’une
coupure appropriée du nombre des coefficients de Fourier est nécessaire, et
son choix approprié est trés important. On note également dans cet exemple
que N joue vraiment le role du paramétre de régularisation.
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FIGURE 2.1 - RRMSE par rapport & N avec § = 1 x 10 a I'instant ¢ = 0.9.

Dans la Figure et la Figure , nous présentons la solution exacte
et son approximation régularisée avec un niveau d’erreur égal a 1 x 1072.

L’erreur absolue dans la Figure avec 6 = 1 x 1072 indique que
plus ¢ est petit, plus la solution régularisée est loin de la solution exacte. Au
contraire, plus le temps t se rapproche de 1, nous pouvons obtenir un meilleur
effet de calcul, ce qui coincide avec notre estimation théorique .

Les comparaisons de la solution exacte et son approximation régularisée
dans des moments différents ¢t = 0,1, 0,5, 0,9 avec § = 3 x 10~2 sont illustrées
dans la Figure , et encore, nous pouvons dire la méme observation que
pour la Figure ([2.4]).

La Figure montre les comparaisons de la solution exacte et son ap-
proximation régularisée a I'instant ¢ = 0, 6 avec différentes valeurs de niveaux
de bruit § = 5x 1072, 5 x 10~2 ajoutées a la donnée. De cette figure, on peut
voir que l'effet numérique devient pire par rapport a I'augmentation de la
valeur du niveau de bruit.

De I'exemple précédent, on peut conclure le suivant :

1. Plus le temps t est petit, plus la solution régularisée s’éloigne de la
solution exacte. En revanche, quand le temps t est prés de 1, nous
pouvons obtenir un meilleur effet de calcul, ce qui coincide avec notre

estimation théorique ([2.3.9)).

2. Plus le niveau de bruit est petit, plus la solution régularisée peut ap-
procher la solution exacte.
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SOLUTION EXACTE

FIGURE 2.2 — La solution exacte.

SOLUTION REGULARISEE

ERREUR ABSOLUE

FIGURE 2.4 — L’erreur absolue avec § = 1 x 1072,
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=& —regularized t=0.1
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e regularized =05 ||
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35

FIGURE 2.5 — La comparaison entre la solution exacte et la solution régula-
risée avec § =3 x 102 en t = 0.1, 0.5, 0.9.

1.4 T T
exact solution
2 T PP ST © 50005 |
’ : * o005
! + * : 7
+ 3, :
* Y
" L A :
o + : ¥ :
=3 * *
= - : *’-‘
El L ; : H 4
08 ¥ : v :
02t ; : : E
0 i I i i L i
o [1E:} 1 15 2 25 3 358

FIGURE 2.6 — La comparaison entre la solution exacte et la solution régula-
risée avec § = 5 x 1073, 5 x 1072 & I'instant ¢ = 0.6.
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Régularisation d'un probléeme mal posé pour
I’équation de la chaleur avec une condition
intégrale

Ans ce (‘:hapi'tr.e,‘ on aborde %’étud'e d’un probléme de controle par .les
=) é’% .COH/dltIOHS initiales pE)ur I’équation de la chaleur.a\iec une COHdlt\lOD
intégrale. Par une méthode de troncature combinée avec une regle

du choix a posteriori du paramétre de régularisation, on établit les estima-
tions de convergence entre les solutions exacte et régularisée. Finalement, on
illustre la méthode par un exemple numérique afin de prouver son efficacité.

3.1 Motivation au probléme

Considérons le probléme suivant :

du(z,t)  *u(x,t)
5 = a2 €]0,1[, ¢t >0,
u(0,1) =0, t>0,
! (3.1.1)
/ u(x,t)dx = 0, t >0,
0
L u(z,0) = &(2), 0<z<L

On suppose que £ vérifie les conditions de compatibilité suivantes :

£(0) =0, /01 £(z)dx = 0. (3.1.2)

Ce type de problémes aux limites a été étudié par de nombreux auteurs,
voir par exemple [5, 19, B0]. Un cas plus général a été étudié par Yurchuk
dans [39].

Dans notre travail, on considére le probléme de controle suivant : pour
T > 0et ¢ € Wy(0,1) vérifiant les conditions (3.1.2), nous essayons de
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minimiser la fonctionnelle :
1
19 = [ u(e. 7€) — 6(w) de (3.1.3)
0

Une solution évidente au probléme est de choisir & tel que I(£) =0,
c’est-a-dire, u(x, T3 &) = ¢(z).

Par conséquent, dans le rectangle Dy = (0,1) x (0,7), nous considérons
u comme une solution du probléme aux limites final suivant :

Ou(x,t) _ 0*u(z,t)

ot 92 (l’,t) € Drp, (314)

u(0,t) =0, tel0,7T], (3.1.5)
/1 u(z,t)de =0, tel0,T], (3.1.6)
u(z,T) = ¢(z), z€]0,1], (3.1.7)

et nous prenons &(x) = u(z,0). Ces problémes sont mal posés. Si une solution
existe sur [0, 7], elle ne dépendra jamais continiiment de la donnée finale ¢.

Une approche bien connue traitant ces probléemes est la méthode de quasi-
réversibilité introduite par Lattés et Lions dans [23]. Cette derniére consiste
a remplacer le dernier probléme aux limites avec un autre probléme approxi-
matif qui est bien posé. Dans notre contexte, cette méthode ne convient
pas pour la présence du terme intégral dans les conditions aux limites. Un
probléme similaire dans [2] a été considéré en utilisant une méthode de quasi-
réversibilité modifiée basée sur une perturbation de 1’équation d’une
maniére spécifique.

Apres les travaux [8] et [31], les auteurs Denche et Bessila dans [12] ont
étudié le probleme (3.1.1)), ou ils ont remplacé la condition u(x,T) = ¢(z)
par au(z,0) + (1 — a)u(x,T) = ¢(x) pour former un probléme non-local
approximatif en fonction du paramétre o €)0, 1[. La méme méthode a été
appliquée dans [1, 11, 17, 18, B4, B5] pour le cas ot A est un opérateur
auto-adjoint. Cette méthode est appelée méthode des valeurs quasi-limites,
et le probléme lié approximatif est appelé probléme de valeurs quasi-limites
(Q.B.V.P). Une approche similaire connue sous le nom de la méthode des
conditions aux limites auxiliaires a été donnée dans [20, 25] ou le probléme
perturbé est défini dans U'intervalle [0, T + 6], avec 6 > 0.

Dans cette Theése, nous allons stabiliser le probléme f en
éliminant toutes les fréquences élevées dans la solution, ce qui est connu
comme la méthode de troncature. Elle consiste a couper les coefficients de
Fourier par une regle a posteriori du choix du parameétre de régularisation en
faisant 1’écart de la donnée bruitée et sa projection de dimension finie.

27



3.2 Représentation de la solution du probléme
3.1.4)—(3.1.7

Définition 3.2.1 On définit une solution classique du probléme (3.1.4])—
(13.1.7) comme étant une fonction telle que :

1. Elle est continue dans Dr.

2. Dans Dr, elle a une dérivée premiére continue par rapport a t et une
seconde dérivée continue par rapport a x.

3. Elle satisfait (3.1.4) avec (3.1.5)—(3.1.7), dans le sens classique.

Maintenant, remplagons le probléme (3.1.4)—(3.1.7)) par le probléme équi-
valent suivant [19] :

Ou(x,t) _ 0*u(z,t)

o o (1) € Dr, (3.2.1)
u(0,t) =0, tel0,7T], (3.2.2)

e (0,1) = up(1,8), ¢ € [0,7], (3.2.3)
w(a,T) = ¢(x), € [0,1]. (3.2.4)

On suppose que la fonction ¢ € W, (0, 1) vérifie la condition (3.1.2). Puis,
en développant cette fonction dans un systéme bi-orthogonal, on obtient :

(x) = poXo(z) + Z <¢2k—1X2k—1($) + (,bszzk(if)), (3.2.5)

par rapport a la base formée de fonctions propres et fonctions associées :

Xo(x) =z, Xop_1(z) =xcos(2mkr), Xox(x)=sin(2rkz), k>1,
(3.2.6)
du probléme de Sturm-Liouville non auto-adjoint suivant :

_dzéigx) =2X(z), 0<z<l,
X(0) = 0, (3.2.7)
X'(0) = X'(1).

Ce dernier correspond au probléme (3.2.1)—(3.2.4)). Les coefficients ¢y,

Oor_1, Por. sont donnés par la formule :

¢0:/0 o(x)Yo(z)dz, Por—1 :/0 (x)Yop—1(x)dx, ¢2k=/0 ¢(z)Yor(2)d,
(3.2.8)
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ou la suite {Y;}7° de fonctions propres et fonctions associées du probléme
adjoint de (3.2.7) :

d2;;(2x) =\Y(z), O0<z<l1,
Y1) =0, (3.2.9)
Y(0) =Y (),

est donnée par la formule :

Yo(x) =2, Yor1(x) =4cos(2mkz), Yor(z)=4(1 —x)sin(2nkz), k> 1.
(3.2.10)
Les valeurs propres du probléme (3.2.7) et celles du probléme adjoint

(3.2.9) sont données par :
A = (27k)?, k> 0. (3.2.11)

Les bases (3.2.6) et (3.2.10) forment un systéme bi-orthogonal.
T

Comme / ¢(z)dr =0, on a ¢g = 0 dans (3.2.5)).
Par analogie avec la méthode de Fourier, on cherche une solution du

probléme ([3.2.1)—(3.2.4)) sous la forme :

u(, t) = up() Xo(w) + 3 (qu_l(t)XQk_l(x) + uzk(t)ng(x)). (3.2.12)

Maintenant, si on peut permuter la somme ( 5 ) avec la premiére dérivée

partielle (0/0t) par rapport a t, et de méme, avec la seconde dérivée partielle
(0*/0x*) par rapport & x dans la formule (3.2.12), on trouve :

Ugg—1(t) = Pop_re TN,

Uy (1) <<Z52k + 2\/_ T —t)pok— 1) (T=

Donc :
—+00
u(z,t) = Z<¢2k 1Xok—1(x) + (P2 + 20/ M (T — t) ap—1) Xok(x )) (T=t)Ak
k=1

(3.2.13)
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3.3 La formulation mathématique du probléme
et Panalyse de I’'instabilité

Considérons 1’équation parabolique rétrograde avec la condition aux li-
mites intégrale suivante :

rf)u(aa;, t) _ 821(;5;, t)’ €(0,1), te(0,7),

u(0,t) = 0, t€[0,77, (3.3.1)
/ u(z,t)dr =0, t € 0,71, N
\u(x,T) :¢(x)> S [0’ 1]’

oul 1" est une constante strictement positive.
On suppose que ¢ vérifie les conditions de compatibilité suivantes :

1
/ ¢(z)dr = 0. (3.3.2)
0
Soit ¢°(x) € Wy (0, 1) satisfait :

6° = Sl 00 <0 (3.3.3)

ol ¢ représente le niveau d’erreur.

La solution du probléme ([3.3.1]) est comme suit :

+o00

u(z,t) = Z <¢2k 1 Xo5-1(2) + (d2r + 2\/_ T —t)pop_1) Xon(z ))e(T*t)Akj

k=1
(3.3.4)
ot Xop_1(z) = zcos(2mkx), Xop(v) = sin(2rkx), A\, = (27k)?,
i 1

Gop—1 = /0 ()4 cos(2mkx)dx, o = /0 ¢(z)4(1 — x) sin(2mkx)dx.

Notons que la croissance rapide du terme 7 "9 quand k — +oo est

la source de l'instabilité. Par conséquent, un moyen naturel pour obtenir
une approximation stable de la solution u est d’éliminer l'effet des hautes
fréquences et de considérer la solution u pour les k qui sont inférieurs ou
égals & N, c’est-a-dire £ < N, ot N est un entier positif qui joue le role du
parameétre de régularisation.

D’aprés le Théoréme 1 dans [19], on sait que pour ¢ € L*(0,1), on a :

3 Ry
1100 < D8 < 16160720 (3.3.5)
k=1

D’apres (3.3.4) et (3.3.5)), on a clairement :

1., 0)lI72(01) < 5 Z <¢2k L+ O3 +AkT2¢§k_1)eQT% (3.3.6)
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Soit E une constante positive et supposons qu’elle vérifie :

“+oo

> (8o + 05+ MT6,, )™ < B2 (3.3.7)

k=1

3.4 Sélection a posteriori du paramétre de ré-
gularisation et estimations de la stabilité

On définit la solution régularisée du probléme (3.3.1) comme suit :

WE

un(x,t) = <¢2k 1Xok—1(2) + (P2 + 2/ Me(T — 1) Pag—1) Xog(x )>€(T_m'“

(3.4.1)
Dans le cas d’une donnée finale bruitée ¢°, on utilise la formule similaire
suivante :

B
Il
—

N
u?v(l‘,t) = Z (¢gk71X2k 1 ¢2k —1-2\/— ¢2k ) Xop( )) (T—t)Ak7

k=1

1 1 (3.4.2)
ot @5, | = /0 ¢’ (x)4 cos(2mkx)dx, ¢S, = /0 ¢ (2)4(1 — z) sin(27kz)dz.

On propose de choisir le paramétre de régularisation comme le premier

entier N tel que : ||¢(S — QS(JSV”W%(OJ) < 74, ou 7 est une constante telle que
N

8 .
T > 7 et ¢ = Z <¢gk_1X2k_1(:v) + (bgszk(:v)). Plus précisément, on a

k=1
la relation suivante :

19° = llwy oy < 78 <116 = Sn-allwyon (343)

Proposition 3 4 1 Soit u(x,t) la solution du probléeme (3 , soit la condi-

tion a priori 7) satisfaite, et soit ¢°(x) € W5 (0,1) satzsfazt - Si
le paramétre de régulam’satz’on N est choisi selon (3.4.3)), on aura :

) T2

AT 7?2

Preuve 3.4.1 En utilisant la borne a priori (3.3.7), l'inégalité (3.3.5)) et
[’égalité :

N < InE —max(l L)—1n<7‘—i>5

(3.4.4)

¢’ ||L2 0,1) Z Moyt Vo € L2(0,1), (3.4.5)
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on aura :

2 2
16— dn-1llwaon = 10 — dn-1llz201) + 16" = On_illT2)

4 400 1 +o0
< 3 (P31 + d3k) + 3 Z (Md3_1)
k=N k=N
+00 +oo
<Y (BB +0h) + o 3 (TR )
=3 2k—1 2k ]T2 k 2k—1
k=N k=N
+oo
< 4 1 1 2 2 L)\ T202
< gmax| 1,75 Z Par—1 + Pop, + AT P34
k=N
% 2Tk = 2T\

4 ]_ 272
< gmax (1, ﬁ) e SN R2,

Alors :

4 1

—4T 72 N2

H¢ ng 1||W1 0,1) = < Fe \/§ max <1, ﬁ) . (346)
D’autre part, d’apres (3.4.3)) et l'inégalité triangulaire, on sait que :

16 — dn-1llwio
= ||(¢6 - (b(]szl) - (¢6 - (b(ls\ffl - ¢ + ¢N*1)HW21(0,1)
Z H¢5 - gzs(Zs\f—levg(o,U - "¢6 o gb?\f—l — ¢+ ¢N—1HW21(0,1)

—+00

> (s = F2e)Xonor (2) + (6 — d) Xon(a))

k=N

> 76 —

W3 (0,1)

D’apres (3.3.5) et (3.4.5), on obtient :

2

Jio ((éﬁgkq — op—1) Xow—1(z) + (3, — ¢2k)X2k(x)>

w1(0,1)
+o0o
% (G ¢2k—1)2+ (6% — ¢2k Z)\k (051 — Do 1)
k=N
_4 Ry )
<3 (¢2k L= Gore1) + (0% — ¢2k ZAk By — Do 1)
k=
64 +o0o 2
< 3 Z <(¢gk—1 — 1) Xog_1(2) + (69 — (bgk)X%(a:)) ,
h=1 W1 (0,1)
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et cela tmplique :
+oo

>~ ((0hms = a-1) Xata (@) + (8 — 92) Xan(a))
k=N W3 (0,1)
8 ||
< 3 Z <(¢gk—1 — Gor-1) Xox—1() + (93, — ¢2k)X2k(iU)) ;
3= w3 (0.1)
d’ou, 1l en résulte que :
¢ — ¢N*1HW21(0,1 >T0— —= H¢6 ¢HW1(01
>7'5——(5— (T—i)é
B V3 V3
Donc : .
16 — dn-1llwao) = <r — %) d. (3.4.7)

Combinons (3.4.6) avec (3.4.7), on obtient :

4 1
T — 8 § < Be TN [~ max 1, — |,
V3 3 T2

et la preuve de cette Proposition est complétée par quelques calculs élémen-
taires.

Proposition 3.4.2 Soit u(x,t) la solution du probléme - Soient toutes
les conditions de la Proposition satisfaites et soient uy(x,t), ud(z,t)
données par (3.4.1) et (3.4.2)) respectwement. Alors, on aura lestimation
susvante :

a2 512
[y (2, 8) = (@, D) ooy < 0™ <T—t>\/ - max (L), Ve (0,7).
(3.4.8)

Preuve 3.4.2 En utilisant l'inégalité (3.3.5)), I’égalité (3.4.5)), et linégalité
de Bessel, on obtient :

[y (2, 8) = un (@, )| |32 0.

32 2
§§Z<(2k1 Pok— 1) +(¢gk—¢2k)

k=1
2 —
+ T2)\k (gbgkfl - ¢2k71) )62(T £) Mg

32 o pene o
§§€8(T t) 2sz<( L — o 1) +(¢gk_¢2k)2

k=1

+ TN (Pt — ¢2k—1)2>

32
< 368<T—t)7r"’1\f"’ <16 |¢° — ngiQ(O’l) + 872 || ¢ — qb’\\;(o,l))
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512
< Tmax (1,T2) 68(T—t)7r2N2 H¢6 . ¢Hi[/21(0’1) .

Alors :

012
“U?V(,%’t) - 33' t ||L2(0 1) < 5647r2N2(T7t) ? max (1 T2)
Proposition 3.4.3 Soit u(x,t) la solution du probléme ({3.3.1). Soient toutes

les conditions de la Proposition satisfaites et soit uy(x,t) donnée par

(3.4.1). Alors :

lu(w, £) = un (@, Dl < B ((T + %) 5) \/332 (16 max (1, T2))T,
(3.4.9)

vVt e (0,7).

Preuve 3.4.3 Pour tout t € (0,T), en utilisant [’inégalité de Holder, on
obtient :

2
”U(:Ij‘, t) - UN(.%', t)HLQ(O,l)

32 X ~
<5 D0 (B + 0B+ TR, )TN
k=N-+1
32 —+o00 T—t
T
< £} X0 [(¢2k L+ O3 + T2\ 1)]
k=N-+1

Sl

X [(qﬁ%k_l + % + Tz)\kﬁbgk—lﬂ

392 +oo %
3 [ Z e <¢§kz—1 + o + T2)‘k¢gk—1>]

<
k=N +1
—+o00 %
X [ Z <¢§k—1 + g5y, + T2)‘k¢%k—1>]
k=N-+1
< 2 (16max (1,72) ) 6~ oxll g

32 2T t T
< EE : ><16max (1, T2))T[H¢5 —ﬁb?VHWQI(OJ)

2t
T

(+3)2)

T+ — .
V3

Par conséquent :

fuo,) = (e Oy < B (4 55) ) VZ om0, 72

+ H¢5 — % + oy — ¢HW21(0,1)]

Sl

< ?E T (16max (1 TZ))
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Maintenant, combinons les Propositions (3.4.1)—(3.4.3)), on obtient le Théo-
réme suivant qui nous donne l’estimation d’erreur entre la solution exacte et
la solution régularisée.

Théoréme 3.4.1 Soitu(z,t) la solution du probleme (3.3.1), soient la condi-

tion (3.3.7) satisfaite et la donnée ¢°(x) € W,(0,1) satisfait (3.3.3). Si
udy(x,t) est donnée par ([3.4.9) et le parameétre de réqularisation N est choisi

selon (3.4.3)), alors on aura :

||u(x, t> - U(JSV(L t)||L2(0,1) <

. Tt
32 8 T ! Lo
il <<T + —) 01) + e (%) E-toT, (3.4.10)
? V3 TV
012
Vi € (0,7), ot ¢y = /16max(1,7?), o = Tmax(l,T2), et cg =
4 ] 1
—ma — .
g max (1,7

3.5 Applications numériques

On propose dans cette section de donner un exemple numérique afin de
montrer la précision et 'efficacité de la méthode de régularisation de tronca-
ture avec la régle du choix a posteriori . Nous prenons 7 =9, T' = 1,
et la donnée simulée est générée en utilisant la formule suivante :

@ = ¢; + orand(size());, (3.5.1)

ot ¢; est la donnée exacte, rand(size(¢)); est un nombre aléatoire dans
[—1, 1], ¢ désigne le vecteur dont les éléments sont ¢; (1 = 1,2,..., M) (M est
le nombre de discrétisation de la variable de 'espace), et ¢ indique le niveau
d’erreur.

Nous prenons M = 41 et pour un t € (0, 1) fixé, afin de mesurer I'exac-
titude de I'approximation numérique de la fonction u(x,t), nous utilisons la
fonction RRMSE définie par :

Z (w(zi, t) — udy (z;, t))2

RRMSE =

: (3.5.2)

ou u et u‘js\, sont la solution exacte et approximative, respectivement.
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Pour I’évaluation de tous les coefficients donnés dans I’exemple, nous uti-
lisons la formule de Simpson pour calculer les intégrales

Gok—1 = (qb(x)a}/%—l(x))LQ(Oﬂr)a Gar = (QS(I)’}/%(ZE))IQ(OJF) (k = 1727"'7N0>

4 4
dans [0, 7], ont Yor_q1(x) = pcos(Qkx), Yor(z) = p(ﬂ' — x)sin(2kz), et les

coefficients {¢5, 110, {¢5.}o°, correspondants & la donnée perturbée ¢’
sont également calculés de la méme maniére, ot Ny est un entier positif assez
grand.

Pour calculer le paramétre de régularisation N, nous le choisissons tou-
jours selon (|3.4.3)).

Exemple 3.5.1 Considérons le probléme direct suivant :

(a“g’ b _ azg(;, b ve(0,m), tel(01),
u(0,) = 0, teo,1], 553
/ u(z, t)dx = 0, t € 0,1],
\u(()x, 0) = ¢o(z) =222z —m)(z —7), «€|0,7].
La solution du probléme est comme suit :
) =Y (81 X1 (2) + (65, = 203/ Mg ) Xan(2) ) e, (3.5.4)
k=1

ot Ay = (2k)?, Xop_1(z) = x cos(2kz), Xop(r) = sin(2kx),

Sr = [ onle)as@)dn, 6% = [ oulal¥ar(o)dz, k= 1.2 En
0 0
particulier, pour ¢ = 1, on obtient la donnée finale suivante :
+oo

u(, 1) = 6() = 3 (891 Kok 1 () + (6%~ k) Xou(a) ) e, (3.5.5)

k=1
Notons que la donnée (3.5.5]) est une série infinie. Pour pouvoir faire de

comparaison numérique entre les deux solutions exacte et régularisée, nous
devons d’abord la couper comme suit :

No

Ow) = D (5 Xona () + (9 — ko) Xn(@) )™, (35.6)

k=1
pour N, suffisamment grand. Dans nos calculs, nous prenons Ny = 12, et
¢° () est calculée selon ([3.5.1)).
Ensuite, nous choisissons le probléme final correspondant donné par :

(Ou(x,t)  O®u(x,t)
8t - 81‘2 y X € (0777')7 te (07 1)7

u(0,) = 0, te o1,
u(z, t)dx =0, t€10,1],

(3.5.7)

(u(z,1) = ¢(), x € [0, 7].
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La solution exacte du probléme ([3.5.7) et son approximation régularisée
sont évaluées respectivement par :

12

u(z,t) = Z <¢2k—1X2kz—1(ﬂf) + o Xop () + 4k(1 — t)qbzk_ngk((E))e(l_thz,
. (3.5.8)
et

1

NEREDY <¢gk_1X2k—1(l’) + ¢y, Xow () + 4k(1 — t)¢gk—1X2k(x)>€(l_t)4k27
k=1
(3.5.9)
ou Pop—1 = (¢(5L’),Y2k71(«’1f’))L2(0,n)7 Gor, = (¢($),Y2k($))L2(o,w)>
o1 = (6°(2), Yor1(2)) 1200, S5 = (0°(2), Yok (@) 12(0,m)-

La Figure (3.1) montre la relation entre la fonction RRMSE et les dif-
férentes valeurs du paramétre de régularisation N avec un niveau de bruit
§ =1 x107* a l'instant ¢ = 0.9. De cette figure, nous pouvons voir qu’une
coupure appropriée du nombre des coefficients de la solution régularisée est
nécessaire, et son choix approprié est trés important. On note également dans
cet exemple que N joue vraiment le role du parameétre de régularisation.

Dans la Figure (3.2)) et la Figure (3.3)), nous présentons la solution exacte
et son approximation régularisée avec un niveau d’erreur égal a4 6 = 1 x 1073,

L’erreur absolue dans la Figure avec § = 1 x 1073 indique que
plus ¢ est petit, plus la solution régularisée est loin de la solution exacte. Au
contraire, plus le temps ¢ se rapproche de 1, nous pouvons obtenir un meilleur
effet de calcul, ce qui coincide avec notre estimation théorique ((3.4.10)).

Les comparaisons de la solution exacte et son approximation régularisée
dans des moments différents t = 0.1, 0.5, 0.9, avec § = 2 x 107> sont illustrées
dans la Figure , et encore, nous pouvons dire la méme observation que
la Figure (3.4]).

La Figure (3.6) montre les comparaisons de la solution exacte et son ap-
proximation régularisée a 'instant ¢ = 0.2 avec différentes valeurs de niveaux
de bruit § =5 x 1072, 1 x 1072 ajoutées a la donnée, on peut voir que effet
numérique devient pire par rapport a I’augmentation de la valeur du niveau
de bruit.

De I'exemple précédent, on peut conclure le suivant :

1. Plus le temps t est petit, plus la solution régularisée s’éloigne de la
solution exacte. En revanche, quand le temps t est prés de 1, nous
pouvons obtenir un meilleur effet de calcul, ce qui coincide avec notre

estimation théorique ((3.4.10)).

2. Plus le niveau de bruit est petit, plus la solution régularisée peut ap-
procher la solution exacte.
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RRMSE
o
[

FIGURE 3.1 - RRMSE par rapport & N avec § = 1 x 107* a Iinstant ¢ = 0.9.

Exact solution
=

N - TN

—

FIGURE 3.2 — La solution exacte.

Regularized solution
(=] ) S =2

& A 0

FIGURE 3.3 — La solution régularisée avec § = 1 x 107°.
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Ahsolute error

FIGURE 3.4 — L’erreur absolue avec § = 1 x 1073,

&} T T
exact t=0.1
A —4 —regularized 1=0.1 ||
— —-exact t=0.5
3r e ragularized t=005 ||
5l —& —exact =09 i
v regulanzed (=009

FIGURE 3.5 — La comparaison entre la solution exacte et la solution régula-
risée avec § =2 x 1073 en t = 0.1, 0.5, 0.9.

3 T T
exact solution
—— - &=0.005
[ OO CUURTOURTE NS RO O UTUUT SO & 5000 I

uix,0.2)
5.

o 05 1 15 2 25 3 35

FIGURE 3.6 — La comparaison entre la solution exacte et la solution régula-
risée avec 6 = 5 x 1072, 1 x 107 a l'instant ¢ = 0.2.
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Régularisation d’un probléme non-homogeéne
pour |'équation de la chaleur avec une
condition intégrale

&~\U quatriéme chapitre, on s’intéresse a I’étude d’un probléme non-
2 homogéne pour 1’équation de la chaleur avec une condition inté-
- grale. On montre qu’il est mal posé et on propose de le régulariser
par une méthode de troncature avec une régle du choix a posteriori du pa-
rametre de régularisation. On donne ensuite les estimations de convergence
entre la solution exacte et son approximation régularisée. Une simulation
numérique est donnée pour illustrer la méthode proposée.

4.1 Introduction

Considérons le probléme suivant :

(Qu(w,t) _ Dul,1) _
5 oz /@i, €01 ¢>0,
u(?,t) =0, t>0, "
/ u(z,t)dr =0, >0,
0
(u(z,0) = ¢&(z), 0<z<1.

On suppose que & vérifie les conditions de compatibilité suivantes :

£(0) =0, /0 £(x)dr =0, (4.1.2)

et f satisfait la condition :
1
/ f(z,t)dz = 0. (4.1.3)
0
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Ce type de problémes dans le cas homogéne a été considéré par de nom-
breux auteurs, voir par exemple [5], 19, [30]. Un cas plus général a été étudié
par Yurchuk dans [39].

Dans notre travail, on considére le probléme de controle suivant : pour
T > 0et ¢ € Wy(0,1) vérifiant les conditions (4.1.2), nous essayons de

minimiser la fonctionnelle :
1
19 = [ u(e. 7€) — 6w de (41.4)
0

Une solution évidente au probléme est de choisir & tel que 1(§) =0,
c'est-a~dire, u(x,T;&) = ¢(x).

Par conséquent, dans le rectangle Dy = (0,1) x (0,7), on considére u
comme une solution du probléme aux limites final suivant :

Ou(w,t)  Pu(z,t)

o 52 f(z,t), (x,t) € Dr, (4.1.5)
u(0,t) =0, t€]l0,T], (4.1.6)

/1 u(z,t)de =0, tel0,T], (4.1.7)
u(z,T) = ¢(z), z€]0,1], (4.1.8)

et nous prenons &(x) = u(z,0). Ces problémes sont mal posés. Si une solution
existe sur [0, 7], elle ne dépendra jamais contintiment de la donnée finale ¢.

Une approche bien connue traitant ces problémes est la méthode de quasi-
réversibilité introduite par Lattés et Lions dans [23]. Cette derniére consiste a
remplacer le dernier probléme aux limites avec un autre probléme approxima-
tif qui est bien posé. Dans notre contexte, cette méthode ne convient pas pour
la présence du terme intégral dans les conditions aux limites. Un probléme
similaire avec f = 0 dans [2] a été considéré en utilisant une méthode de
quasi-réversibilité modifiée basée sur une perturbation de 1’équation
d’une maniére spécifique.

Dans cette direction, il convient également de mentionner la méthode bien
connue des valeurs quasi-limites et des conditions auxiliaires développées en
[1, (8] (111, [12), 17, (18, 31, 34} [35] et |20, 25] respectivement.

Parmi de nombreuses études autour du probleme aux limites de 1’équa-
tion de la chaleur avec une condition intégrale, le cadre général du cas non-
homogéne est rarement considéré.

Dans ce travail, on propose stabiliser le probléme — en élimi-
nant toutes les fréquences élevées dans la solution, ce qui est connu comme
la méthode de troncature. Elle consiste a couper les coefficients de Fourier
en faisant une régle de sélection a posteriori du paramétre de régularisation.
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4.2 Représentation de la solution du probléme
4.1.5)—(4.1.8

Définition 4.2.1 On définit une solution classique du probléme (4.1.5))—
(4.1.8) comme étant une fonction telle que :

1. Elle est continue dans Dr.

2. Dans Dr, elle a une dérivée premiére continue par rapport a t et une
seconde dérivée continue par rapport a x.

3. Elle satisfait (4.1.5) avec (4.1.6)—(4.1.8), dans le sens classique.

Maintenant, remplagons le probléme (4.1.5)—(4.1.8)) par le probléme équi-
valent suivant [19] :

Ou(r,t)  Pu(z,t)

T o f(z,t) (z,t) € D, (4.2.1)
u(0,8) =0, te[0,T], (4.2.2)
uz(0,t) = u,(1,¢), te][0,T], (4.2.3)

u(@,T) =¢(x), =€[0,1]. (4.2.4)

On suppose que la fonction ¢ € W, (0, 1) vérifie la condition (4.1.2) et
f € L*((0,T),L*0,1)) vérifie (4.1.3). Puis, en développant ¢ et f dans un
systéme bi-orthogonal, on obtient :

3(x) = doXo(x) + ) <¢2k71X2k—1<1’> + ngk(:c)), (4.2.5)
et

fa,t) = fo(HX +Z(f2k () Xop 1 (2) + (D) Xon() ), (42.6)

respectivement, par rapport a la base formée de fonctions propres et fonctions
associées :

Xo(x) =2, Xop_1(z) =xcos(2mkr), Xox(x)=sin(2rkz), k>1,
(4.2.7)
du probléme de Sturm-Liouville non auto-adjoint suivant :

_dzéigx) =2X(z), 0<z<l,
X(0) =0, (4.2.8)
X'(0) = X'(1).
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Ce dernier correspond au probléme (4.2.1)—(4.2.4)). Les coefficients ¢y,
Oor_1, Por. sont donnés par la formule :

on= [ o), b= [ oeas@de, o= [ oo,

(4.2.9)
et similairement pour les coefficients fy(t), for—1(t), for(t), on a :
1
— [ e t¥ila)dn, fu / (1) Yo (1)
0
for(t) / [z, t)Yor(x (4.2.10)

ou la suite {Y}};° de fonctions propres et fonctions associées du probléme

adjoint de (4.2.8) :

/(1) = (4.2.11)

est donnée par la formule :

Yo(z) =2, Yor_i1(x) =4cos(2mkx), Yop(x) =4(1 —x)sin(2nkz), k> 1.
(4.2.12)
Les valeurs propres du probléme (4.2.8) et celles du probléme adjoint

(4.2.11]) sont données par :
M = (27k)?, k> 0. (4.2.13)

Les bases (4.2.7) et (4.2.12) forment un systéme bi-orthogonal.
1

Comme/gb( )d:v—Oet/fmt dr=0ona ¢y =0et fo(t) =0 dans

(4.2.5) et (4.2.6]) respectivement.
Par analogie avec la méthode de Fourier, on cherche une solution du probléeme

(4.2.1)—(4.2.4) sous la forme :

“+o0o

ul, t) = up () Xo(w) + 3 (uzk_l(t)X%_l(x) + uzk(t)ng(:r)). (4.2.14)

Maintenant, si on peut permuter la somme (Z) avec la premiére dérivée
partielle (0/0t) par rapport a t, et de méme, avec la seconde dérivée partielle

(0*/0x*) par rapport & x dans la formule (#.2.14)), on obtient :

uo(t) =0,
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T
g1 (t) = eT Doy —/ =DM for 1 (s)ds,
ugy(t) = (¢2k + 20/ M (T - t)¢2k—1> eIt

T
—/ 57Dk (2\/)\_k(s —t) for—1(s) + fzk(s)> ds.

Donc

“+o00

T
u(x,t) = Z <€(T_t)/\k¢2k—1 — / €(s_t)/\kf2k—1(8)d8) Xo—1(x)

k=1

+[ <¢2k: + 2/ M(T — t) ¢2k_1> ST-O

- /t e(s=t (2@ (5 — 1) for(s) + f%(s)) ds}x%(gc). (4.2.15)
4.3 La formulation mathématique et ’analyse
de l'instabilité

Considérons I’équation parabolique non-homogéne rétrograde avec la condi-
tion aux limites intégrale suivante :

(Ou(x,t)  O*u(w,t)
ot Ox2 = f(z,t), x€(0,1), te(0,T),
w(0.1) =0, te 0.7,
1 (4.3.1)
/ u(z,t)dx =0, te 0,7,
(u(z,T) = é(z), x € [0,1],

ou 7T est une constante strictement positive.
On suppose que ¢ vérifie les conditions de compatibilité suivantes :

1
$(0) = 0, / b(z)dz = 0, (4.3.2)
0
et f vérifie la condition (4.1.3)).

Soit F une constante positive et supposons qu’elle vérifie la condition a
priori suivante :

[, )l 200y < B (4.3.3)
et que ¢°(z) € W} (0, 1) satisfait :
5
ol J représente le niveau de bruit.
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La solution du probléme (4.3.1)) est donnée par (4.2.15). Notons que la
T—

croissance rapide des termes e7 D et ¢~ quand k — +oo est la source
de I'instabilité. Par conséquent, un moyen naturel pour obtenir une approxi-
mation stable de la solution u est d’éliminer I'effet des hautes fréquences et
de considérer la solution u pour les k qui sont inférieurs ou égals a N, c’est-
a-dire k < N, ot N est un entier positif qui joue le réle du paramétre de
régularisation.

4.4 Regle du choix a posteriori du parameétre
de régularisation et les estimations de la
stabilité

On définit la solution régularisée du probléeme (4.3.1)) comme suit :

N

T
uy(r,t) = Z (e(Tt))\k¢2k1 —/ G(St)/\kfzkl(s)ds) Xop-1(x)

k=1

[ <¢2k + 2\/_ — 1) ok 1) T=0
- /tT el <2\/)\_k(5 —t) far—1(s) + f2k(5)> ds} KXok (). (4.4.1)

Dans le cas d’une donnée finale bruitée ¢, on utilise la formule similaire
suivante :

N

T
U?v(a%t) = Z (G(T_t))\kﬁbgk—l —/ e(s_t)/\kf%—l(s)ds) Xop—1(z)
t

k=1

|:<¢2k + 2\/_ ¢2k 1) (=0
— /tT els~DAk <2\//\_k(3 — 1) far—1(s) + f2k:(3)> ds} Xox(), (4.4.2)

ouas%l—/cb Wop(2)d, /¢ Yor ).
On propose de choisir le paramétre de régularisation comme le premier
entier N tel que :

+oo T
H Z ( S —/ e(S_T)A’“f%—l(S)dS) Xop-1(2) + [¢gk + 2V T,
0

k=N+1

<79,
£2(0,1)

_/ (s=T) Ak (23\/_f2k 1(8) + for(s )) dS]XZk(x))

0
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512
ol T est une constante telle que 7 > \/ 5 max(1,7?2). Plus précisément, on

a la relation suivante :

+00 T
‘ > ( St —/ e(ST)Akf%l(S)dS) Xop-1(2) + [¢gk + 2/ N T ¢y
0

k=N+1

_/ (s=T) Ak <2S\/—f2k 1(s) + for(s )) dS}X%(f’?)‘

0

L2(0,1)

<710<
+o0 T
H Z (¢gk;—1 —/ G(S_T)A’“f%q(s)ds) Xop—1( [ 2V NT 05,
k=N 0

_/0 s=T)Ax (25\/_f2k 1(s) + far(s )> dS}X%(x)‘ 1200,1)

Proposition 4 4 1 Soit u(x,t) la solution du probléeme (4 , soit la condi-

tion a priori 3) satisfaite, et soit ¢°(x) € W5 (0,1) satzsfazt ([4.3.4). Si
le paramétre de régulam’satz’on N est choisi selon (4.4.3), on aura :

(4.4.3)

N (%E) “In((1 — 1) d)

444
- AT 72 ’ ( )

12
ol ¢ = \/5? max(1,77?).

Preuve 4.4.1 D’aprés le Théoreme 1 dans [19], on sait que pour ¢ € L*(0,1),
on a:

3 ) +o00 )
T Mz < D 0k < 161607200, - (4.4.5)

k=0

Done, de (4.4.5) et la condition a priori (4.3.3)), on obtient :
—+00 T
H Z <¢2k1 — / 6<8T)A’“f2k1(5)d8) Xor—1(z) + [<Z52k + 2V AT dog—1
k=
2
N R N AN E RN E) PR RN

0

< gf [ <¢2k 1 /OT G(S_T)/\’“f%—l(s)ds)
[ +2\/_T<J52k 1
/ s—T) A\ 23\/_f2k; (8) + (s )> } ]GQT)\ke—QT)\k

£2(0,1)
2
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2

4 2y e r
< 3¢ e BTN Z (¢2k—16T>\k —/ 65/\'“f2k—1(5)d5)
k=N 0
2
+ [<¢2k + 24/ /\kT¢2k71> e —/ e (25\/ i for—1(8) + for(s )) ds}
0
< % —8T7r2N2E2‘
- 3
Alors :

400 T
H Z <¢2k—1 — / €(ST)/\'°f2k—1(S)dS) Xog—1(x) + [Cb% + 2/ AT g1
k=N 0

8 _ 2 A72
e 4TTrNE'

<
2(0,1) ~ /3

D’un autre coté, d’apres l’inégalité triangulaire, on sait que :

+oo T
H Z <¢2k—1 - / G(ST)/\kfzk—l(S)dS> Xog—1(x) + [¢2k + 2/ M T ok
— 0
kaT
_/0 T) A (28\/_f2k 1(s) + for(s )) ds}ng(a:) o
+o0 T
- H Z (¢gk‘—l —/ B(S_T)A’“fzk—l(s)ds) Xok—1(x) + [d)gk + 2/ MT 0
0
/ (25V/ Ao (5) + For(s) ) ds| X (a)

Z (¢2k 1 — D2k 1>X2k 1(x) + ((gbgk—qﬁgk)
+ 2\/_kT (6%_1 — dor—1) >X2k(l’) o

+oo T

> H Z (gbgk_l —/0 6(S_T)A’“f2k—1(8)d3) Xok—1( [ +2\/_T¢2k 1
k=N

—/OT (23\/—f2k 1(8) + far(s )) ds}ng(x)

—/OT (25\/—f2k 1(8) + far(s )) ds}ng(x)

(4.4.6)

12(0,1)

+o0
- H Z (Gbgkq - ¢2k_1)X2k—1(I) + < (6% — don)

k=N
+ 20/ NT (51 — or1) >X2k($) o’

En utilisant une intégration par parties, on aura :
2
Ak <¢gk—1 - ¢2k71> = 8a, (4.4.7)
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1 /
ol aj, = / (¢5(x) — qb(x)) V2sin(2rkax)dz.
0
D’apres (4.4.5), (4.4.7), et l’inégalité de Bessel, on obtient :

55 (o (-
k=N
+ 2\/)\_kT<¢gk_1 - ¢2k71>>X2k(x) :

L£2(0,1)
+o0

< %;V (31— dmmr) + (08 — 0m) + 2V/AT (s — b))
<A G )2+2(¢5 — ¢ >2+8/\ (g — o )2
=3 P 2k—1 2k—1 2k 2k k 2k—1 2k—1

392 I 2 2 2
<3m ax(1,77) Z (¢gk—1 - ¢2k71) + <¢gk - ¢2k) + Ak <¢gk—1 - ¢2k71)

k=1

32 5
< = max(1, 7%) (16]|6" = 0|30, + 816" = /|32 )
< 22 max(1L, %) 67— 0l 0
< %max(l )5,

Alors, de , on a :
+00 T
H Z (¢2k1 - / G(S_T)/\kf2k1(5)d8) Xop—1(x) + [¢2k + 2\/)\_kT¢2k71
k=
_/0 s—T)Ap <23\/_ka 1(8) + far(s )) dS}X%(x)‘ o)

> 76 — 5\/— max(1,7?) <r - \/— max(1 T2)> 5. (4.4.8)

Combinons (4.4.6) avec ,ona:

12
T — \/5— max(1,72) | 6 < ie_4T7T2NZE7
3 V3

et la preuve de cette Proposition est complétée par quelques calculs élémen-
taires.

Proposition 4.4.2 Soit u(x,t) la solution du probléeme ([4.3.1)). Soient toutes
les conditions de la Proposition satisfaites et soient uy(x,t), ud(z,t)
données par (4.4.1) et (4.4.2) respectivement. Alors, on aura [’estimation
suivante :

[t (@, t) = un(@, )| ey < €V ers, Vi€ (0,T),  (44.9)
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512
ot ¢ = \/T max(1,77?).

Preuve 4.4.2 Pour tout t € (0,T), en utilisant l'inégalité (4.4.5)), I’égalité
(4.4.7), et l'inégalité de Bessel, on a :

e, t) = unc,0)[ g
32 < [ > s 2
< 3 ; < ( 2%—1 ¢2k*1) + (¢2k - ¢2k)
TN (65, — ¢2k_1)2 >€2(T—t)>\k
32 g(r—tym2N? - 5 2 5 2
< =¢ Z < (¢2k—1 — ¢2k—1) + (¢2k - ¢2k>
k=1

+ TN (65, — ¢2k71)2)

32
< STV (16|67 = 6] gy + 8T 7 = &[22

512
< 2% max (1,7?) ST—)m2N? H¢5 _ QS”inl(OJ)

< - max (1,77) BT —DTN? 52,

Alors :

512
Hu?v(x,t) — UN(I’t)HLZ(oJ) < St N (T 1) 5 max (1,7?%), Vte (0,7).

Proposition 4.4.3 Supposons qu’ils existent deux nombres positifs Ay et Ay
tels que

+0c0 T
> / 2N 2 (s)ds < Ay, (4.4.10)
k=10

et

400 T 9
3 / % (23 M forr(8) + farls)) s < Ay (4.4.11)
k=10

Soit u(z,t) la solution du probléeme (4.3.1). Soient toutes les conditions de
la Proposition satisfaites et soit un(x,t) donnée par (4.4.1). Alors on

[’estimation suivante :

|u(z,t) — UN(xat)HB(o,l) <

\/ g (16E@ (7 + 1) 8] + Te-8tm2N* (A, + A2)>, (4.4.12)

012
Vt € (0,T), ot ¢y = \/? max(1,77?).
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Preuve 4.4.3 Pour tout t € (0,7T), en utilisant 'inégalité de Holder, on
aura :

2
|u(z,t) — UN(xat)HL2(o,1)
+oo

T 2
Z (G(Tt))\k¢2k1 —/ €(St)/\kf2k1(8)d8)
¢

k=N+1

4
3
[ bor + 20/ M (T — ) oy 1) T
_/t el ( (s—t \/_f2k1 +f2k()> r
4
3

400 T 2
S Z 2672”% (GT)\kgﬁgk_l —/ 63/\kf2k_1(8)d8>
k=N+1 0
T
+ 2T/ 25—k fgk_l(s)ds + 272k [ (gzﬁ ok + 24/ A — ) o 1> T
0
T

- S’“( s —t) \/_kal +f2k()) r

k=N-+1

[(¢2k+2\/_T¢2k 1> k_/o (25\/_f2k 1(8) + far(s )> r}
+ iT —8t7r2N2A + iT —8t7r2N2A2

3 2

+00 T
3 [ (GTA’“¢21€—1 - / 68Akf2k:—1(3)d5)
k=N-+1 0

+ :<¢2k + 2\/)\_kT¢2k71> el —/ e (25\/_ka 1(s) + for(s )> ds} 2} T

0

) T 2
X (<Z52k1 — / els= T f2k1(3)d5)
L 0

+ [+ 20/ MTan 1 — / 1% (253 N s () + fuls)) ds] ]

L 0
8
+ gTve—8t7r2N2 (Al + Ag)
8 +oo T 2
< g[ Z <€T)‘k¢2k—1—/0 GSAkfzk—l(S)dS)
k=N-+1

T—t

+ [<¢2k + 2\/)\_kT¢2k71> el —/ e (25\/_ka 1(8) + for(s )> ds} 2} B

0
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+oo T ( 2
X Gak—1 — el f ()d3>
[kg\,;l( 2k—1 /0 2k—1
T \/_ 27 %
2/ M T pop 1 — 2
+[¢2k+ VAT $o11 /O (3 Ak far-1(5) + Far( )> ]}
+ gTegt”2N2 (A1 + A)
+o0 T
< %E (T—t) Z ((,kal _/0 e(ST))\kakl(S)dS) X2k,1(l‘)
k=N+1
T
+ [0 + 2T 1 - / (257 Ne ok (5) + fals) ) dis]
0
% 8 _8tn2 N2
X X () pon T 378 BITNT Ay + Ay)

g% e [( \/—max1T2)>5

Par conséquent :

8
—I— §T€_8t7r2N2 (Al + Ag) .

[u(z,t) — uN(xat)HL?(O,l) <

8 —t 512
3 1627 [(T—l— 7max(1 T2)> J

t

T

+ T€78t7r2N2 (Al + Az)

Maintenant, combinons les Propositions (4.4.1)—(4.4.3)), on obtient le Théo-
réme suivant qui nous donne l’estimation d’erreur entre la solution exacte et
son approximation régularisée.

Théoréme 4.4.1 Soitu(z,t) la solution du probleme (4.3.1), soient la condi-
tion ([E3.3) satisfaite et la donnée ¢°(x) € W,(0,1) satisfait (&.34). Si

udy(z,t) est donnée par [E.4.9) et le parameétre de réqularisation N est choisi

selon (4.4.3)), alors on aura :

oot = a0l < [o ()

8 2(T—t 2t 3 — T t
-+ g (T)(T+01)T+T(A1+A2) (M) ]5?,

8E
(4.4.13)

512
YVt € (O,T), ol Ccl = \/?max(l,Tz).
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4.5 Exemple numérique

Dans cette section nous allons donner un exemple numérique pour prouver
la précision et l'efficacité de la méthode de régularisation de troncature avec
la régle du choix a posteriori . Nous prenons 7 = 28, T' = 1, et la
donnée simulée est générée en utilisant la formule suivante :

@0 = ¢; + orand(size());, (4.5.1)

ou ¢; est la donnée exacte, rand(size(¢)); est un nombre aléatoire dans
[—1, 1], ¢ désigne le vecteur dont les éléments sont ¢; (1 = 1,2,..., M) (M est
le nombre de discrétisation de la variable de I'espace), et § indique le niveau
d’erreur.

Nous prenons M = 41 et pour un ¢ € (0, 1) fixé, afin de mesurer 'exac-
titude de I'approximation numérique de la fonction u(x,t), nous utilisons la
fonction RRMSE définie par :

Z (u(a:z, t) — u‘]sv(xi, t))2

=1

RRMSE = : (4.5.2)

ou u et u‘;\, sont la solution exacte et approximative, respectivement.

Pour I'évaluation de tous les coefficients donnés dans ’exemple, nous uti-
lisons la formule de Simpson pour calculer les intégrales
Por—1 = (O(x), Yor-1(2))r200,7), P21 = (0(x), Yor(x)) 2007 (kK = 1,2,..., Ny)
dans [0, 7], ou :

Yor_1(x) = % cos(2kx), Yor(x) = %(77 — x) sin(2kx),
et les coefficients {¢9, 30, {¢5,}~°, correspondants a la donnée perturbée
#° sont également calculés de la méme maniére, ot Ny est un entier positif
assez grand.
Pour calculer le parameétre de régularisation N, nous le choisissons tou-
jours selon (4.4.3)).

Exemple 4.5.1 Considérons le probléme direct suivant :

(Ou(x,t)  ulx,t) :
5 e —tsin(2z), ze (0,m), te(0,1),
u(0.1) =0, telo,1], 53
/ u(z,t)dr =0, t €0,1],
(u(z,0) = ¢o(v) = 2022 — 7)(x —7), x€[0,7]
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La solution du probléme (4.5.3) est comme suit :

“+o00

u(w,t) = Z (G_t/\kﬁbgk—1 +/0 G(S_t)/\'“f%—l(s)ds) Xog—1()

k=1

+[ ( o — Qt\/)‘_stgk—l) e
+ /Ote (ka - 2\/_ t—s) far—1 )) ds} Xon(2), (4.5.4)

oit Ay = (2k)?, Xop_1(z) = xcos(?k:x) Xok(x) = sin(2kz),

¢(2)k—1 = (¢o(), Yor-1(2 ))L2 0,7)> ¢2k = (¢o(x), Yik(m))L%O,n)»

Jor—1(t) = (f(@,1), Yop—1 (2 ))L2 0m)s for(t) = (f(2,1), You(®)) £2(0,m),

k =1,2,..., Ny. En particulier, pour t = 1, on obtient la donnée finale sui-
vante :

—+00

1
u(x,1) = ¢(z) = E (6_4k2 gk_l +/ 6(8_1)4k2f2k_1(8)d8> Xog_1(2)
0

k=1

+ [( % — 4k¢(2)k—1>6_4k2

1
+/ G0 ((for(s) — 4k (1= 5) for1(5) ) ds| Xax (). (4.5.5)

0
Notons que la donnée (4.5.5)) est une série infinie. Pour pouvoir faire de

comparaisons numériques entre la solution exacte et la solution régularisée,
nous devons d’abord la couper comme suit :

1
ol@) =) (6_4k2¢3k_1 + / 6(5_1)4k2f2k—1(8)d8) Xok—1()
0

+ [( gk - 4k¢gk—1>6_4k2

+/01 o 1)ak? <f W(s) — 4k (1 — s) fzk,l(s))ds}ng(ﬂi), (4.5.6)

pour N, suffisamment grand. Dans nos calculs, nous prenons Ny = 12 et
¢°(x) est calculée selon (4.5.1)).

Ensuite, nous choisissons le probléme final correspondant donné par :

faugc,t) - 822% D _ tsin(22), ze(0.1), te(0.1),

u(0,) = 0, te[0,1], (4.5.7)
0 u(w, t)dz = t €10,1],

(u(z,1) = ¢(x), z €0,m].
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FIGURE 4.1 - RRMSE par rapport & N avec § = 1 x 107% a I'instant ¢ = 0.9.

La solution exacte du probléme (4.5.7) et son approximation régularisée
sont évaluées respectivement par :

12 1
u(z,t) = Z (6(1_t)4k2¢2k1 +/ e(s_t)4k2f2k1(5)d5> Xok—1(2)
k=1 ¢
+ [<¢2k + 4k(1 — t)¢2k—1>€(1_t)4k2
1
- / e(s—1)4k? <4k; (s —t) for_1(s) + f%(s))ds} Xok(x), (4.5.8)
et
N 1
udy(z,t) = Z (e(lt)4k2¢gk1 +/ 6(St)4k2f2k—1(8)ds> Xop—1(z)
k=1 t
(6 40— e
1
—/ p(s—1)4k? <4k (s —t) for—1(s) + fgk(s)>ds} Xok(z), (4.5.9)

ol Pop—1 = (gb(:t), Yék—l('r))LQ(Omﬁ Par = (Qb(x)v }/Qk(x))LZ(O,W)?
Pop—1 = (¢° (), Yor-1(2)) 12(0m), D% = (8 (%), Yor () 12(0.7)-

La Figure montre la relation entre la fonction RRMSE et les dif-
férentes valeurs du parameétre de régularisation N, (N = 1,2,3,4) avec un
niveau de bruit § = 1 x 107% a Iinstant ¢t = 0.9. De cette figure, nous pouvons
voir qu’une coupure appropriée du nombre des coefficients de la solution ré-
gularisée est nécessaire, et son choix approprié est trés important. On note
également dans cet exemple que N joue vraiment le role du parametre de
régularisation.

Dans la Figure et la Figure , nous présentons la solution exacte
et son approximation régularisée avec un niveau d’erreur égal a § = 1 x 1072,
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Exact solution

FIGURE 4.2 — La solution exacte.

Regularized solution

FIGURE 4.3 — La solution régularisée avec § = 1 x 1072,

o
=

o

o

Ahsolute error

FIGURE 4.4 — L’erreur absolue avec § = 1 x 1073,
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exact t=0.01
—& = reqularized t=0.01
= == gxact t=0.5 n
g regulanzed (=05
—& —exact t=0.9
v regulanized =09 H

o 05 1 15 2 25 3 35

FIGURE 4.5 — La comparaison entre la solution exacte et la solution régula-
risée avec 6 = 2 x 1072 en ¢t = 0.01, 0.5, 0.9.

0s T T T T T
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[ S ATt VICITITTIE SPPPTIPRES Y
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Okl R i £=0.0001

02

01F

u(x0.6)
™

03t

04k

a5 i i i i ; i
0 0s 1 15 2 25 3 35

FIGURE 4.6 — La comparaison entre la solution exacte et la solution régula-
risée avec 0 = 2 x 1072, 1 x 10™* a 'instant ¢ = 0.6.
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L’erreur absolue dans la Figure avec & = 1 x 1073 indique que
plus ¢ est petit, plus la solution régularisée est loin de la solution exacte. Au
contraire, plus le temps ¢ se rapproche de 1, nous pouvons obtenir un meilleur
effet de calcul, ce qui coincide avec notre estimation théorique (4.4.13)).

Les comparaisons de la solution exacte et son approximation régularisée
dans des moments différents t = 0.01, 0.5, 0.9, avec § = 2x 102 sont illustrées
dans la Figure , et encore, nous pouvons dire la méme observation que
la Figure (4.4]).

La Figure montre les comparaisons de la solution exacte et son ap-
proximation régularisée a 'instant ¢ = 0.6 avec différentes valeurs de niveaux
de bruit 6 =2 x 1073, 1 x 10™* ajoutées a la donnée, on peut voir que effet
numérique devient pire par rapport a I’augmentation de la valeur du niveau
de bruit.

De I'exemple précédent, on peut conclure le suivant :

1. Plus le temps t est petit, plus la solution régularisée s’éloigne de la
solution exacte. En revanche, quand le temps t est prés de 1, nous
pouvons obtenir un meilleur effet de calcul, ce qui coincide avec notre

estimation théorique (4.4.13)).

2. Plus le niveau de bruit est petit, plus la solution régularisée peut ap-
procher la solution exacte.
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Régularisation d'un probleme non-homogene
pour I’équation de la chaleur avec des
conditions non-locales

NJAns le dernier chapitre, on considére un probléme non-homogéne

- mal posé pour une équation parabolique du second ordre ol on
combine entre une condition intégrale et une condition entre deux
points limites. Par une méthode de troncature avec une regle de sélection
a posteriori du paramétre de régularisation, on donne des estimations de
stabilité et de convergence. Enfin, on illustre la méthode par une application
numérique qui prouve son efficacité.

5.1 Introduction

Dans le rectangle Dy = (0,1) x (0,7), on considére u comme une solution
du probléme aux limite final suivant :

Ou(w,t)  Pu(z,t)

5 52 f(x,t), (x,t) € Dr, (5.1.1)
u(0,t) — pu(l,t) =0, te]0,T], (5.1.2)
/1 u(z,t)de =0, tel0,T], (5.1.3)
w(z,T) = ¢(z), z€]0,1], (5.1.4)

ou T est une constante positive et 5 # +1 est un nombre donné.
On suppose que ¢ vérifie les conditions de compatibilité suivantes :

6(0) = Bo(1), /0 o(x)dz =0, (5.1.5)
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et f satisfait la condition :

/1 f(z,t)dz = 0. (5.1.6)

Une approche bien connue traitant ces problémes est la méthode de quasi-
réversibilité introduite par Lattés et Lions dans [23]. Cette derniére consiste
a remplacer le dernier probléme aux limites avec un autre probléme approxi-
matif qui est bien posé. Dans notre cas, la raison qui nous empéche d’utiliser
cette méthode est la nature des conditions aux limites. Un probléme similaire
avec f = 0 et § = 0 dans [2] a été considéré en utilisant une méthode de
quasi-réversibilité modifiée basée sur une perturbation de I’équation
d’une maniére spécifique.

Dans ce travail, nous allons stabiliser le probléeme f en élimi-
nant toutes les fréquences élevées dans la solution, ce qui est connu comme
la méthode de troncature. Elle consiste a couper les coefficients de Fourier
par une sélection appropriée du paramétre de régularisation par une régle a
posteriori.

5.2 Représentation de la solution du probléme
5.1.1)—(5.1.4

Définition 5.2.1 On définit une solution classique du probléme ((5.1.1])-

(5.1.4) comme étant une fonction telle que :

1. Elle est continue dans Dr.

2. Dans Dr, elle a une dérivée premiere continue par rapport a t et une
seconde dérivée continue par rapport a x.

3. Elle satisfait (5.1.1) avec (5.1.2)—(5.1.4), dans le sens classique.

Maintenant, remplagons le probléme ((5.1.1)—(5.1.4) par le probléme équi-
valent suivant [19] :

du(z,t) Ou(z,t)

ey o f(z,t) (z,t) € Dr, (5.2.1)
u(0,t) — fu(l,t) =0, tel0,T], (5.2.2)
uz(0,t) = u,(1,¢), te[0,T], (5.2.3)

w(z,T) = ¢(z), z€]0,1]. (5.2.4)

On suppose que la fonction ¢ € Wy (0,1) vérifie la condition (5.1.5) et
f € L*((0,T),L*(0,1)) vérifie (5.1.6)). Puis, en développant ¢ et f dans un
systéme bi-orthogonal, on obtient :

(x) = poXo(z) + Z <¢2k—1X2k_1(:1?) + ¢2kX2k(fB)>, (5.2.5)
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et
flat) = folH)X +Z(f2k (B Xok 1 (2) + for()Xoe(2)), (5.2.6)

respectivement, par rapport a la base formée de fonctions propres et fonctions
associées :

Xo(x) = pr+q, Xog—1(z) = (pr+q) cos(2nkz), Xop(x) = sin(2mkz), k> 1,

(5.2.7)
du probléme de Sturm-Liouville non auto-adjoint suivant :
d*X (x)
e =X (x), O0<z<l1,

X(0) = BX(1), B #=+L, (5:2.8)
X'(0) = X'(1),
ou
-8, P
1+p 1+ 5
Ce dernier correspond au probléme ((5.2.1] - Les coefficients ¢y,
Oor—1, Par. sont donnés par la formule :

¢0=/0 ¢(z)Yo(x)dz, Po—1 :/o ¢(x)Yap—1(x)dz, ¢2k:/0 ¢(x)Yop(x)dz,

(5.2.9)
et similairement pour les coefficients fo(t), for_1(t), for(t), on a :
1
:/ [, )Yo(x)dr,  for—1( / [z, t)Yop—1(z)dx
0
for(t) / [z, t)Yor(x (5.2.10)

ou la suite {Y;}° de fonctions propres et fonctions associées du probléme

adjoint de (5.2.8) :

d?Y
- da:(f) =Y (z), O0<zxz<l,

Y(0) = Y(1), (5.2.11)
Y'(1) = p8Y'(0), B+# =L,
est donnée par la formule :

Yo(z) = 2, Yor_1(x) = 4cos(2mkx), Yor(z) = 4(1—q—px) sin(2nkz), k> 1.

(5.2.12)

Les valeurs propres du probléeme et celles du probléeme adjoint
(5.2.11)) sont données par :

A = (27k)%, k> 0. (5.2.13)
Les bases ([5.2.7) et (5.2.12) forment un systéme bi-orthogonal.
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Théoréme 5.2.1 [2]|] Le systéme de fonctions (5.2.7) forme une base de
Riesz dans lespace L*(0,1) et les estimations :

+oo
P 1617200 < D6k < RISIT2001) (5.2.14)
k=0

-1
1 3 2 3 1 2
{g (p+§q) +Zq2 +§ <1+ ||(p:v+q) ”0[0,1])} ’

R:8<1+||(1—q—px ||COI] ¢k_/ ¢(2)Yi(z)dz, k>0,

ol

r

sont valides pour toute fonction ¢ € L*(0,1).

1

1
Comme / o(z)dr =0 et / f(z,t)dz =0ona ¢y =0 et fo(t) =0 dans

0
(9.2.5) et (5.2.6)) respectivement.

Par analogie avec la méthode de Fourier, on cherche une solution du probléme
(5.2.1)—(5.2.4) sous la forme :

—+00

ul, t) = uo() Xo(w) + 3 (u%,l(t)x%,l(x) + u%(t)sz(a:)>. (5.2.15)

k=1

Maintenant, si on peut permuter la somme ( E ) avec la premiére dérivée

partielle (0/0t) par rapport a t, et de méme, avec la seconde dérivée partielle
(0%/0x*) par rapport a z dans la formule (5.2.15), on peut trouver :

Uo(t) = O,
T
Ugp—1 (1) = TP gy —/ ek for 1 (s)ds,
gy (t) <¢2k + 207/ No(T = t) as 1) (T=D
T
= [ (s = ) s () + ) ds

t

Alors :

“+o00

T
u(x,t) = (e(Tt)/\k(b%l — / G(St)/\kfzk1(8)d8> Xog—1(x)
¢

=1

E

[ <¢2kz + 29/ M (T — 1) o 1) T=E)
i /tT N (2py/Ne (5= 1) () + fos(s) ) ds] Xo(a). (5.2.16)
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5.3 La formulation mathématique et I’analyse
de l'instabilité

Considérons le probléme non-homogéne parabolique rétrograde suivant :

(Ou(x,t)  O*u(x,t)
5 @), z€(0.1), te(0.T),
U((l),t) — Bu(1,t) =0, te 0,7, 55
/ u(x,t)dr =0, t €10,7],
(u(z, T) = ¢(z), x € [0,1],

out T" est une constante strictement positive et 5 # £1 est un nombre donné.
On suppose que ¢ vérifie les conditions et f vérifie la condition
(5.1.6)).
Soit F une constante positive et supposons qu’elle vérifie la condition a
priori suivante :

||u(-70)||L2(071) <k, (5.3.2)

et que ¢°(x) € W, (0,1) satisfait :
H¢5 o ¢HW21(0,1) <9 (5.3.3)

ou ¢ représente le niveau de bruit.

La solution du probléme ((5.3.1)) est donnée par ((5.2.16). Notons que la

croissance rapide des termes e7 D et ¢~ quand k — +o0o est la source
de l'instabilité. Par conséquent, un moyen naturel pour obtenir une approxi-
mation stable de la solution u est d’éliminer I'effet des hautes fréquences et
de considérer la solution u pour les k qui sont inférieurs ou égals a N, c¢’est-
a-dire £ < N, ou N est un entier positif qui joue le role du paramétre de
régularisation.

5.4 Le choix a posteriori du paramétre de régu-
larisation et les estimations de la stabilité

On définit la solution régularisée du probléeme (|5.3.1)) comme suit :

N

T
uy(r,t) = Z (e(Tt))\k¢2k1 —/ G(St)/\kfzkl(s)ds) Xop—1(x)
t

k=1

+[ <¢2k + QP\/)\—k(T - t>¢2k71) e(T=Hx

_ /tT (5O <2p\/>\_k (s —1t) for—1(s) + f%(s)> ds] Xoi(2). (5.4.1)
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Dans le cas d’une donnée finale bruitée ¢°, on utilise la formule similaire
suivante :

N

T
up (2, 1) = Z (e(T_t)/\kﬁbgkq - / e(s_t)/\'“f%—l(s)ds) Xop—1(z)
t

k=1

[ <¢2k + 2P\/_ — )¢5, 1) (T—=t)\
_ /tT R (2p\/)\_k (s —t) far-1(s) + fgk(S)) ds] Xoi(z), (5.4.2)

0u¢2k 1—/925 )Yor—1(z)dz, ¢2k—/¢ VYor(x)dx.

On propose de choisir le paramétre de régularisation comme le premier
entier N tel que :

+o0 T
H Z (¢gk—1 —/ G(S_T)Akfzk—l(s)ds) Xop—1(x) + [¢gk+2p\/)‘_k’T¢gkz—l
k=N+1 0
o (s=T)A
/0 r <2p5\/_f2k 1(8) + fon( )) dS]sz(l")‘ Lo < 70,

oll 7 est une constante telle que 7 > \/ 8Rr—'max(1, (pT)?). Plus précisé-
ment, on a la relation suivante :

+oc0 T
H Z (¢gk—1 - /0 e(S_T)Akf%—l(s)dS) Xop—1(z) + [ngk + 2pvV/ T 05,y
k=N-+1

—/0 DA <2p3\/_f2k 1(8) + far(s )) ds]ng(x)

<7<

H Z ( ;| /T e(ST))\kakl(S)dS> Xop1(x) + [¢gk + 2p\/)\_kT¢gk_l
- /0 "o (Zpsx/_ Foro1(5) + far(s )) ds]X%(;c)

Proposition 5.4.1 Soit u(z,t) la solution du probléeme (5.3.1), soient la

condition a priori (5.3.2) satisfaite et ¢°(x) € W, (0,1) satisfait (5.3.3). si le
parametre de régularisation N est choisi selon (5.4.3), on aura :

L£2(0,1)

. 5.4.3
£2(0,1) ( )

In (E\/F) —In((1 —¢c1)9)
= 4T 2 ’

(5.4.4)

ol ¢ = \/8R7“—1 max(1, (pT)?).
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Preuve 5.4.1 D’apres (5.2.14) et la condition a priori (5.3.2), on a :
+oo T
H Z <¢2k1 - /0 e(ST))\kakl(S)d5> Xog—1(x) + [¢2k + QP\/)\_kT%kq
k=N
[ (o Ao a(6) + o)) 5] o)
0 i ,
<7t Z [ <¢2k 1 —/0 G(S_T)A’“fqu(s)ds)

L2(0,1)

[2k+2w_ Tk
/ QPS\/_f% 1(8) + for(s )) d3]2]€2mk6_gmk

+oo

T 2
S r—1€—8T7r2N2 Z <¢2k—1€T>\k . / GSAkak_l(S)dS)
k=N 0

+ [ <¢2k + 2p\/)‘—T¢2k71> e
—/0 (2p8\/_f2k 1(8) + far(s )) }

1 2772
SRT 16 STTFNEQ‘

Alors :

+00 T
H Z <¢2k1 - / €(ST)A’“f2k1(S)dS> Xog—1(x) + [925% + 20V M T o
k=N 0

T
_/0 <2p8\/_f2k 1(8) + far(s )> dS]X%(x) £2(0,1)
- T TN (5.4.5)

D’un autre coté, d’apres linégalité triangulaire, on sait que :

—+00 T
H > <¢2k—1 - / G(S_T)A’“f%q(s)ds) Xop—1(x) + [¢2k + 20V M T dok—1
k=
—/ (e=T) (2198\/ kfor—1(8) + for(s )) dS]X%(I)

0

L2(0,1)

+00 T

= H Z ( gkfl —/ e(S—T))\kf2k_1(8)d5> Xog_1(z) + [¢gk + 2p\/>\_kT¢§k,1
k=N 0

_/ (s—T) Ak <2p5\/_f2k 1 + fgk( )) ds] XQk(.Z')

0

+o0
- Z <¢gk—1 - ¢2k—1)X2k;—1(fE) + ( (¢gk — gbgk)
k=N
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+2p /T (651 — D2re1) )ng(x)

12(0,1)

+o00 T
2 H Z ((bgkl —/ e(ST)Akakl(S)dS) Xop_1(x) + [ng op/ TS,

_/ (=) <2p8\/_f2k 1(8) + fan(s )> ds}ng(:E)

0

12(0,1)
“+o0o

_ H Z <¢§k_1 - ¢2k—1>X2k—1($) + ( (6% — dox)
k=N

+ 2p\/)\_kT (qﬁgk,l — ¢2k—1) )X2k($)

L2(0,1)

En utilisant une intégration par parties, on aura :
s 2 2
Ak <¢2k—1 - ¢2k—1> = 8ay,

ol ay = /1 (qﬁ‘%x) — ¢(x)),\/§sin(27rkx)dx.

0
D’apres (5.2.14), (5.4.6), et l’inégalité de Bessel, on obtient :

H f <¢gk71 - ¢2k71)X2k71(x) + ((¢gk - ¢2k)

2

+ 20V N () — G ) ) Xoulo)

L2(0,1)

-1 5
sr Z Por—1 — P2k-1

D1 — ¢2k1>2 + (¢§k - ¢2k>2

2

+ )\k <¢gk_1 - ¢2k71>

< 8r—! max(l ( T 2 R H¢5 - <Z5H22(0,1) +38 ”925/6 - (bIH;(o,l))
< 8Rr~'max(1, (pT)%) ||¢° — ¢||12/V21(0,1)

< 8Rr~'max(1, (pT)?)0%.

Donc, de (5.4.3)), on a :

(5.4.6)

+ ((%k ¢2k) + QP\/)\_kT<¢gk—1 - ¢2k—1>>2

( )
<7t (92531@71 — Gap— 1>2+2<¢2k ¢2k> + 8\ (pT)? ( 2%—1 ¢2k—1>2
(

400 T
H Z <¢2k1 - / €(ST)A’“f2k1(S)d$> X2k71(5€) + [¢2k + QP\/)\_kT@kq
k=N 0

65



—/0 <2p3\/_f2k 1(8) + for(s )) dS]X2k<95)

> 76— 5\/8R7“*1 max(1, (pT)?) = (T — \/8er1 max(1, (pT)Q)) 0. (5.4.7)
Combinons (5.4.5) avec (5.4.7)), il en résulte :
<7‘ — \/SRT max(1, (pT') )) § < VRr—1e TN g,

L2(0,1)

et la preuve de cette Proposition est complétée par quelques calculs élémen-
taires.

Proposition 5.4.2 Soit u(x,t) la solution du probléme (5.3.1)). Soient toutes
les conditions de la Proposition satisfaites et soient un(x,t), ud(z,t)
données par (5.4.1) et (5.4.2)) respectivement. Alors, on aura l’estimation
sutvante :

[y (, 1) — un (¢ < NI N5 e (0,T), (5.4.8)

Mz

ol ¢ = \/8]%7“1 max(1, (pT)?).

Preuve 5.4.2 Pour tout t € (0,T), en utilisant l"inégalité (5.2.14)), I’égalité
(5.4.6), et l'inégalité de Bessel, on obtient :

(e 8) = un (2, 8)][ 20
N
< 8~ max(L, (07)) Y (s — d21)” + (¢ — o)’
k=1
+ Ak (051 — ¢2k71)2 2T
N

< 87”71 max(l, (pT)2)€8(Tft)7r2N2 Z ( ((bgkil _ ¢2k71)2 X (¢gk _ ¢2k)2

k=1

+ N (99 — ¢2k—1)2>

< 8! max(1, (PT)2)€8(T%)”2N2 (R H¢5 - ¢||2LQ(0,1) +38 H¢I6 N ¢IH§2(0,1)>

< 8Rr~' max(1, (pT)*)e3 @D N l¢* - ¢||124/21(0,1) '

Alors :

Hu?\,(x, t)—u t)HLQ(Oﬁl) < getm NI \/8Rr—1 max(1, (pT)?).
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Proposition 5.4.3 Supposons qu’ils existent deux nombres positifs Ay et Ay
tels que :

+00 T
Z/ >N 2 (s)ds < Ay, (5.4.9)
k=10

et

+too AT 9
> / 25N <2p3\/)\_k for—1(s) + ka(3)> ds < A,. (5.4.10)
k=10

Soit u(z,t) la solution du probléme (5.3.1). Soit toutes les conditions de la

Proposition satisfaites et soit un(x,t) donnée par (5.4.1)). Alors on
lestimation suivante :

|lu(x,t) — UN(l’at)HL?(o,l) <

\/ 2r—1 (RE@ (7 + 1) 6] T + Te8mN* (A, + Az))- (5.4.11)

vt € (0,T), ot ¢ = \/8Rr—" max(1, (bT)%).

Preuve 5.4.3 Pour tout t € (0,T), en utilisant l’inégalité de Hélder, on
aura :

2
lu(z,t) — un (2, )20
+o0o

T
S 7‘_1 Z <6(T—t)>‘k¢2k_1 _ / e(s_t))\kak_l(S)dS)
t

k=N+1

+ [(@k + 29/ Ne(T = 1) o 1) el
_/t (5= “k(Qp (5 — ) V/ Ak fan-1(8) + fan( )) ]

+o0 T
< T_l Z 26—2t)\k (eTAkngk—l - / GSAkak_l(S)dS)
0

k=N+1

2

2

2

+ 2T /T 20N 2 (5)ds + 272 [ <¢2 + 2p\/_ — 1)k 1) Tk
0
—/ e <2p (5 — ) VA Sfor—1(8) + forl )) r

0

+2T/T 2As—t)1A <2ps—t ) V/ Ak fori(s +f2k())2d5

0
r1 k:z;rl 202t [ (eT’\’“¢2k—1 - /OT GSA'“f%—l(S)dS)z
+ [(@k +2p\/)\_kT¢2k—1> eI —/0 <2p8\/_f2k 1(8) + far(s )) r}

+ 27‘_1T6_8t”2N2A1 + 2T_1Te_8m2N2A2
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2

+oo T
< 2r ! Z [ <6T’\’“¢2k—1 - / es’\’“f%—l(S)ds)
0

k=N+1

[ (o + VA0 ) P = [ e (po/Aufiea(6) + St as] ]

0

) T 2
X (¢2k—1 - / el f2k—1(5)d3>
: 0

+ :¢2k + 2pv/ M T bop 1 _/ o (QPS\/_f% 1(8) + far(s >> ds} 2]

0

Sl

=+ 27’71T€78t7r2N2 (Al =+ AQ)

“+o00 T 2
§27“’1[ Z (eT’\’%ﬁzkl—/ 65)‘kf2k1(5>d8)
0

k=N+1
T—t

+ :<¢2k + QP\/A_kT@kA) el —/ e <2p5\/_f2k 1(8) + for(s )> dS] 2} N

0

4o T
X Z (¢2k1—/ €(ST)/\kf2k1(S)dS)
0

" k=N+1

2

t

+ :¢2k + 207/ M T boiy —/ e <2p5\/_f2k 1(8) + far(s )) dS} Q]T

0

+ 27’71T€78t7r2N2 (Al + AQ)

+00 T
Z (¢2k1 — / €(ST)/\kf2k1(8)dS> Xog—1(2)
0

k=N+1

+ [¢2k+2p\//\_kT¢2k71 —/ T <2p5\/_f2k 1(s) + far(s )) ds}

0

2(T t)

< 2Rr 'E

2t

T —I— 27”_1T6_8t7r2N2 (Al —I— Ag)
L2(0,1)

2 KT + ¢ 8 Rr—' max(1, <pT)2)) 5] ‘

+ 27'_1T€_8t7r2N2 (Al + AQ) .

X ng(ZE)

< 2Rr

Par conséquent :

\/ 2 (

vVt € (0,7), ot c; = \/8Rr_1 max(1, (pT)?).

[u(z,t) — UN(wat)Hm(o,l) <

(1 + 1) 0T + Te8mN* (A, + A2>),

Maintenant, combinons les Propositions ([5.4.1)—(5.4.3)), on obtient le Théo-

réme suivant qui nous donne l’estimation d’erreur entre la solution exacte et
la solution régularisée.
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Théoréme 5.4.1 Supposons que les conditions (5.4.9) et (5.4.10) sont sa-
tisfaites. Soit u(z,t) la solution du probleme telle que [[u(.,0)[| 201y <
E. La donnée ¢°(x) € Wy (0,1) satisfait (5.3.3). Si uly(z,t) est donnée par
et le parametre de régularisation N est choisi selon , alors on

aura .

T—t
Ev Rr1> 5

T —C1

Jul.t) = Dl e < [ (

_1 2(7;Tt) % T —C1 T %

vt € (0,7), oi e, = \/SRr-"max(1, (pT)?).

5.5 Simulations numériques

On donne dans cette section un exemple numérique afin de montrer la
précision et l'efficacité de la méthode de régularisation de troncature avec la

1
régle du choix a posteriori (5.4.3). Nous prenons 7' =1, § = 3 T= 16, et la

donnée simulée est générée en utilisant la formule suivante :
@0 = ¢; + drand(size());, (5.5.1)

ou ¢; est la donnée exacte, rand(size(¢)); est un nombre aléatoire dans
[—1, 1], ¢ désigne le vecteur dont les éléments sont ¢; (1 = 1,2,..., M) (M est
le nombre de discrétisation de la variable de I'espace), et § indique le niveau
d’erreur.

Nous prenons M = 41 et pour un ¢ € (0, 1) fixé, afin de mesurer 'exac-

titude de I'approximation numérique de la fonction u(z,t), nous utilisons la
fonction RRMSE définie par :

Z (u(a:z, t) — udy(z;, t))2

RRMSE = , (5.5.2)

ou u et u‘]s\, sont la solution exacte et approximative, respectivement.

Pour I'évaluation de tous les coefficients donnés dans ’exemple, nous uti-
lisons la formule de Simpson pour calculer les intégrales
Pog—1 = (qb(x)’yék—l(x))LQ(Oﬂr): Par, = (¢(w)7nk(x))L2(0,ﬂ) (k = 172""7N0)
dans [0, 7], ou :

4 4
Yor_1(x) = = cos(2kx), Yor(z) = 3 (2m — x) sin(2kx),
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et les coefficients {¢5, 02, {5,102, correspondants & la donnée perturbée
#° sont également calculés de la méme maniére, ot Ny est un entier positif
assez grand .

Pour calculer le paramétre de régularisation N, nous le choisissons tou-
jours selon (|5.4.3)).

Exemple 5.5.1 Considérons le probleme direct suivant :

( 8ug§’ b_ 822&;’ b _ —tsin(2x), re (0,7), te(0,1),
u(m,t)
0.6 ==5—=0 telo.1) (5.5.3)
/ u(z,t)dr =0, t €[0,1],
(,0) = ¢o(x) = 22(2x — m)(x — ), = €[0,7].

La solution du probléme (5.5.3) est comme suit :

—+o00

u(w,t) = Z <€tAk¢gk—1 +/0 6(St)/\kf2k1(3)d8) Xop—1(z)

k=1

[(%k——t\/_ 0% 1) e
b [ e () = ZAC (= 9) facs(s)) 5] Xalo), (55

ou

) cos(2kx), Xop(z) = M,

x4+ T

/\k = (2]{7)2, ng_l(l’) = ( 3

™ ™

B\ = / " fo(a) Yopn (2)d, 63, = / " o) Yo (),

Jor—1(t) /ffﬂty%l()dx Jor(t) /fxtY%()dm k=12,

En particulier, pour ¢ = 1, on obtient la donnée finale suivante :

+00 1
u(z,1) = o(x) = Z (€4k 21 +/ els D kaI(S)d5> Xop—1(z)
k=1 0
4k _4k?
(ot ) e

b [ () = 1= ) ) Xl 6559
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Notons que la donnée (5.5.5)) est une série infinie. Pour pouvoir faire de
comparaisons numériques entre la solution exacte et la solution régularisée,
nous devons d’abord la couper comme suit :

1
o(z) = Z (6_4k2¢gk—1 +/ 6(5_1)4k2f2k—1(8)d8) Xop-1()
0

4k 2
+[ ( % — 3_7T¢gk—1) e

n /01 s—1)4k> (f K(s) — ;1_7]? (1 —5) for_1(s )) ds}ng(:c), (5.5.6)

pour Ny suffisamment grand. Dans nos calculs, nous prenons Ny = 13 et
¢’ () est calculée selon (5.5.1]).
Ensuite, nous choisissons le probléme final correspondant donné par :

rau(x t) 828562 t) — tsin(22), e (0,7), te(0,1),
( ) ( ) =0, te [07 1}7 (557)
/ :L'tdx—O t€[0,1],
1) = 6a), v € 0.7

La solution exacte du probléme ([5.5.7) et son approximation régularisée
sont évaluées respectivement par :

13

1
ulz,t) = (e“t”k Gor1 + / elemhk f%_l(s)ds) Xope1 ()
t

k=1

+ [(Cb% + %(1 — t)¢2k:—1> 6(1_t)4k2

_ /tl 6(8—t)4k2<§f_ (s = 1) fara(s )+f2k(s))ds}x%(x), (5.5.8)

et

N 1
- Z <€(1t)4k D1 +/ elsm Dk f2k1(5)d5> Xop—1()
t

k=1
+ [( ok T g—k(l — t)gb%_ ) (1-t)4k?
_ /tl o (s—1)k? (;‘fr (s —t) for—1(s) + f%(S))ds} Xow(). (5.5.9)

La Figure (5.1) montre la relation entre la fonction RRMSE et les dif-
férentes valeurs du paramétre de régularisation N, (N = 1,2,3,4) avec un
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RRMSE

FIGURE 5.1 - RRMSE par rapport & N avec § = 1 x 107% a I'instant ¢ = 0.9.

niveau de bruit § = 1 x 107% a I'instant ¢ = 0.9. De cette figure, nous pouvons
voir qu’une coupure appropriée du nombre des coefficients de la solution ré-
gularisée est nécessaire, et son choix approprié est trés important. On note
également dans cet exemple que N joue vraiment le role du parameétre de
régularisation.

Dans la Figure (5.2)) et la Figure (/5.3)), nous présentons la solution exacte
et son approximation régularisée avec un niveau d’erreur égal a4 6 = 1 x 1073,

L’erreur absolue dans la Figure avec § = 1 x 1073 indique que
plus ¢ est petit, plus la solution régularisée est loin de la solution exacte. Au
contraire, plus le temps ¢ se rapproche de 1, nous pouvons obtenir un meilleur
effet de calcul, ce qui coincide avec notre estimation théorique ((5.4.12)).

Les comparaisons de la solution exacte et son approximation dans des
moments différents ¢t = 0.01, 0.5, 0.9, avec § = 2 x 1073 sont illustrées dans la
Figure , et encore, nous pouvons dire la méme observation que la Figure
(6-4).

La Figure montre les comparaisons de la solution exacte et son
approximation régularisée a l'instant ¢ = 0.6 avec différentes valeurs de 9,
§=2x10"% 1 x 107%, on peut voir que 'effet numérique devient pire par
rapport a 'augmentation de la valeur du niveau de bruit.

De I'exemple précédent, on peut conclure le suivant :

1. Plus le temps ¢ est petit, plus la solution régularisée s’éloigne de la
solution exacte. En revanche, quand le temps ¢ est prés de 1, nous
pouvons obtenir un meilleur effet de calcul, ce qui coincide avec notre
estimation théorique ((5.4.12)).

2. Plus le niveau de bruit est petit, plus la solution régularisée peut ap-
procher la solution exacte.
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Exact solution

FIGURE 5.2 — La solution exacte.

Regularized solution

FIGURE 5.3 — La solution régularisée avec § = 1 x 1072,

o
=

o

o

Ahsolute error

FIGURE 5.4 — L’erreur absolue avec § = 1 x 1073,
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exact t=0.01
—& = reqularized t=0.01
= == gxact t=0.5 n
g regulanzed (=05
—& —exact t=0.9
v regulanized =09 H

FIGURE 5.5 — La comparaison entre la solution exacte et la solution régula-
risée avec 6 = 2 x 1072 en ¢t = 0.01, 0.5, 0.9.
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FIGURE 5.6 — La comparaison entre la solution exacte et la solution régula-
risée avec 0 = 2 x 1072, 1 x 10™* a 'instant ¢ = 0.6.
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Etude de quelques problemes de Cauchy
Inverses

Résumé

Le but du présent travail est 1’étude d’une classe de problemes de
Cauchy inverses. On se propose de développer une nouvelle méthode
de régularisation basée sur la méethode bien connue de régularisation
par troncation qui consiste a éliminer toutes les fréquences élevées
dans la solution du probléeme mal posé en faisant une regle appropriée
du choix du paramétre de régularisation. Cela permettra d’obtenir une
estimation a posteriori entre la solution exacte et 1’approximation
régularisée.

On établit des conditions nécessaires et suffisantes d’existence de
la solution et sous certaines conditions, on donne des résultats de
stabilité et de convergence ainsi de 1’estimation d’erreur.

Enfin, on présente certaines applications numériques qui montrent
I’efficacité de la méthode proposeée.

Mots clés. Regle a posteriori du choix de parametre, Probleme de
Cauchy inverse, Equation parabolique, Méthode de régularisation,
Méthode de troncature.




Study of some inverse Cauchy problems

Abstract

The goal of this work is the study of a class of inverse Cauchy
problems. A new regularization method based on the well-known
method of regularization by truncation of eliminating all high
frequencies in the solution of ill-posed problem by making an
appropriate rule for choosing the regularization parameter is proposed
to develop. This will provide an a posteriori estimate between the
exact solution and regularized approximation.

We establish necessary and sufficient conditions of existence of the
solution and under certain conditions, we give stability and
convergence results and error rates.

Finally, we present some numerical applications which show the
effectiveness of the proposed method.

Keywords. A posteriori parameter choice rule, Backward Cauchy
problem, Parabolic equation, Regularization method, Truncation
method.
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