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RESUME

Dans ce travail, une solution analytique de l'analyse de la flexion thermomécanique des plaques sandwiches en
matériaux a gradient de propriété est présentée en utilisant une nouvelle théorie de déformation de cisaillement
hyperbolique raffinée. Cette théorie prend en considération l'effet d'étirement de I’épaisseur. Le module
d’¢élasticité de la plaque est supposé étre varié selon la loi de distribution de puissance en fonction de la fraction
volumique des matériaux constituants. La couche centrale est considérée étre homogeéne est constituée d'un
matériau isotrope en céramique. L’influence de I’épaisseur de la couche FGM, I’indice de la fraction volumique
et les rapports des dimensions géométriques sur les fleches et les contraintes de la plaque sandwiche
fonctionnellement gradué sont étudiées.

Mots Clés: Thermomécanique, modélisation analytique, matériau a gradient de propriété,
L effet d'étirement.

NOMENCLATURE
Symboles : T, .7,  Contraintes de cisaillement
E(z) Module de Young en fonction de z o,.0,,0, Contraintes normales
a(z)  Coefficient dedilatation thermique Yar¥ e Déformations de distorsion
V(z) Fraction volumique Indices / Exposants :
Lettres grecques : k Parametre du matériau
Y(z)  Fonction de gauchissement u,v,w Les déplacements dans les directions X, y, z

&y, €y, &, Déformation dans la direction x, yetz ¢, ,p,, ¢, Les rotations autour des axes X, y et z,
Pc, Pm Proprieté du céramique et métal a, b, h La longuer, la largeur et I’épaisseur de la plaque

1. INTRODUCTION

L'évaluation du comportement de déformation thermomécanique des structures de plaque a gradient de propriété
dépend considérablement de la cinématique du modéle de plaque. Plusieurs théories des plaques sont disponibles
pour analyser les déformations des plaques composites. Le probléme important de l'utilisation de la théorie
classique des plaques de Kirchhoff (CPT), est qu'elle ne tient pas compte des effets de cisaillement transversal et
par conséquent elle fournit des résultats raisonnables pour des plaques relativement minces. Cependant, dans des
plaques épaisses et moyennement épaisses, les déformations de cisaillement transversales doivent étre prises en
compte. Il existe de nombreuses théories des plaques qui incluent ces déformations [Reissner, 1945;Mindlin,
1951].Ces théories sont souvent appelées la théorie de la déformation de cisaillement du premier ordre (FSDT)
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et un facteur de correction de cisaillement est nécessaire pour éliminer le probléme de la distribution constante
de la contrainte de cisaillement transversale.

L’objectif de ce travail est de développer une solution analytique pour l'analyse de la flexion

Thermomécanique des plaques sandwiches fonctionnellement graduées. Pour cela une nouvelle théorie
hyperbolique raffinée de déformation de cisaillement incluant la déformation de cisaillement transverse et la
déformation normale «l’effet de 1'étirement de 1’épaisseur» est proposé. Contrairement aux autres théories
d’ordre élevé, la présente théorie contient six inconnus. Les faces de la plaque sandwiche sont constitués de deux
matériaux isotropes (métal-céramique) variant a travers I'épaisseur selon une simple loi de distribution de
puissance en fonction de la fraction volumique des constituants. Par conséquent les propriétés matérielles telles
que le module d’¢élasticité et le coefficient de dilatation thermique sont supposés étre variés aussi selon la méme
loi de distribution de puissance. La couche centrale est constituée completement en céramique. Les résultats
numériques pour les fleches et les contraintes sont obtenues et leurs précisions sont vérifiées en comparant les
résultats obtenus avec ceux rapportés dans la littérature.

2. MODELE MATHEMATIQUE

Considérons une plague sandwiche en matériau a gradient de propriété composée de trois couches ayant les
dimensions représentées dans la figure.1. Les faces (supérieure et inférieure) de la plaque sonta z =+ h/ 2, et les
bords de la plaque sont paralléles aux axes x et y . La plaque est composée de trois couches, « couche 1 », «
couche 2 » et « couche 3 » de la partie basse a la partie haute. Les ordonnées verticales de la surface inférieure,
des deux interfaces limitant la couche centrale, et de la surface supérieure de la plaque sont respectivement, z=ho
Z=h1, Z=h2, Z=h3

Ceramic core

FIGURE1L. Géométrie d’une plaque sandwiche en FGM dans le systéme de coordonnées

Les faces de la plague sandwiche sont constituées de deux matériaux isotropes (métal céramique) Variant a
travers 1’épaisseur selon une simple loi de distribution de puissance en fonction de la fraction volumique V(n)
des matériaux constituants. Par conséquent les propriétés matérielles telles que le module d’élasticité et le
coefficient de dilatation thermique sont supposeés étre variés aussi selon la méme loi de distribution de puissance.
La couche centrale est constituée complétement en céramique. La fraction volumique V(n) a travers I'épaisseur
de la plaque sandwiche est définie par :

k
(1) _ Z—ho
v = (F2) zelhohl

V(z) = 1 y VAS [hl,hz]

_ 1)
@) _ (2=hs )" (
%4 (hz—h3) ,  Z € [hy, hs]

Ou k est un parameétre de matériau qui donne le profil de variation du matériau a travers I'épaisseur des couches
de la plaque, qui prend des valeurs supérieures ou égales a zéro.
Les propriétés mécaniques et thermiques de la plaque sandwiche en FGM sont déterminées a
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partir de la fraction volumique des matériaux constituants V(n) . Cependant, le module d'élasticité E(z) et le
coefficient dilatation thermique a(z)a tout point de la plaque sont donnés par la loi de mélange [Zenkour, 2010,
Houari, 2011].

P(n)(z) =Pn+ (P — Pm)V(n) (2)

Ou PM(z) est la propriété matérielle effective de la couche n de la plaque sandwiche en FGM. Pm et Pc sont
les propriétés des faces inférieure et supérieure de la couche 1 respectivement, et vice versa pour la couche 3
selon la fraction volumique V(n) (n=1,2,3).Notant que Pm et Pc sont respectivement les propriétés
correspondantes au métal et au céramique de la plaque sandwiche.

La présente théorie est vibrationnelle, elle n'exige pas de facteur de correction de cisaillement, et donne une
description hyperbolique de la contrainte de cisaillement a travers 1’épaisseur tout en remplissant la condition
des contraintes de cisaillement nulles sur les bords libres.et avec la prise en compte de la déformation normale
(effet d’étirement de 1’épaisseur) 0z [Saidi et al, 2013].

Le champ de déplacement de n’importe quel point de la plaque s’écrit :

U(x,9,2) = uo(x%,y) = 2wy + £(2)6x (32)
v(x,y,2) = vo(x,y) — 2wy + f(2)6, (3b)
w(x,y,2) = wo(x,y) + f(2)6, (3¢)
Le champ des déformations se déduit du champ des déplacements de I’équation (II1.6) soit
0
gx g); k>< 77)( (4a)
g, r=1¢&, r+29k, t+ f(2)y7,
0
7/xy 7/xy kxy 77xy

0
J/XZ 7/XZ
Le champ des contraintes s’écrit donc :

Oy Q. Q, Qs O 0 0 ||e—aTl

Oy Q, Qp Qp O 0 0 ||&—aT

9| _ Qs Qp Qp O 0 0 ||, —aTl

Ty o 0 0 Q, O 0 Y y2 5)
fa 0 0 0 0 Qs O Ve

Ty L 0 0 0 0 0 QGG_ Yy

Ou (o,, o,, 7,, 7,,, 7,) €t (&, &, 7y Var 7,) SONt les composantes des contraintes et des

déformations, respectivement.
Afin d’établir de fagon systématique I’ensemble des équations d’équilibre ainsi que les conditions au limites, le
principe des travaux virtuels est appliquée, celui-ci indique que, pour tout champ de contrainte en équilibre avec
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les efforts extérieurs, la somme de travail des efforts internes et le travail des efforts externes est nulle pour tout
champ virtuel. Le principe des travaux virtuels dans le cas présent peut s’écrire sous la forme suivante :

h./[z j[0x5 &t+ooe +too0e,+1, 0y, +7,0),+7,0 yxz]dQ dz —jqé‘ wdQ =0

-h/2Q

(6)
Ou Q est la surface supérieure de la plaque.

A partir de la solution de Navier, on peut résoudre le probléeme du comportement thermomécanique de la flexion
des plaques sandwiches en FGM.

les déplacementsu,,V,, Wy, W, ,0,,6,, 6, satisfaisant les conditions aux limites.

s Ux?

U, U cos(4 x)sin(u y)

v, Vsin(A x)cos(u y)

W, | JWsin(Z x)sin(x y)

6. [ |Xcos(x)sin(uy)|

0, Y sin(A x)cos(u y)

0 Zsin(A x)sin(u y) ()

Ou

U,V, W, X,Y, etZ sont des parametres arbitraires représentent I’amplitude de chacun des termes dans les

séries pour la solution de Navier déterminés sous la condition que la solution de 1’équation II1.30 doit vérifier
1I’équation II1.22. On obtient 1’opérateur suivant :

(8)
[Cliaj=1F},

Oou {A}: {U VW XLY Z}t et [C] ¢’est une matrice de rigidité

3. RESULTATS

Dans cette partie, on a étudié I’influence de quelques paramétres géométriques et matériels sur le comportement
thermomécanique des plaques sandwiches en FG. Pour cela, des résultats numérigues sont présentés dans les
figures 1IV.2 — IV.5 en utilisant la présente théorie (RHSDT) avec la considération de I’effet d’étirement de
1’épaisseur.

Les figures 2-3 montrent la variation de la fleche adimensionnelle w avec le rapport d’élancement (a/h) pour les
deux types des plaques sandwiches avec différents épaisseur de la couche FGM (trem). On remarque que la
fleche de la plague complétement métallique a la plus grande valeur et celle de la plaque complétement
céramique prend la plus petite valeur. Les fleches des plaques sandwiches en FGM et des plaques homogenes
diminuent lorsque le rapport (a/h) augmente.

Les figures 4-5 montrent les effets du rapport de dimension a/b sur la fleche non dimensionnelle w. La fléche
de la plaque céramique a la plus petite valeur par contre la plaque métallique a la plus grande valeur.
L’augmentation du rapport a/b engendre une décroissance des fleches des plaques sandwiches homogenes et
fonctionnellement gradués.
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FIGURE2. La fleche centrale adimensionnelle w en fonction du rapport d’élancement a/h
pour les deux types des plaques sandwiches en FGM trgm =0.4h ;
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FIGURES3. La fléche centrale adimensionnelle w en fonction du rapport d’élancement a/h
pour les deux types des plaques sandwiches en FGM trgm =0.8h
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FIGUREA4. La fleche centrale adimensionnelle w en fonction du rapport d’allongement
a/b pour les deux types des plaques sandwiches en FGM teem =0.4h
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FIGURES. La fleche centrale adimensionnelle w en fonction du rapport d’allongement
a/b pour les deux types des plaques sandwiches en FGM trgm =0.8h

4. CONCLUSIONS

Une nouvelle théorie hyperbolique raffinée de la déformation de cisaillement est développée pour I’analyse
thermomécanique de la flexion des plaques sandwiches en FGM.

Les résultats numériques pour les fleches sont obtenus, et étudiés pour les différentes configurations des plaques
sandwiches en FGM. Il a été confirmé que I’inclusion de I’effet d’étirement de 1’épaisseur rend la plaque plus
rigide et par conséquent conduit a une réduction des déplacements.
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