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Résumé  

Ce travail fournit une méthodologie d’investigation dynamique, permettant l’accès à des 

informations relatives à la réponse des éléments stratégiques de types de plaques minces orthotropes 

d’épaisseur constante  supportées et encastrées sur les quatre bords  (SSSS et CCCC) en vibration 

libre. 

 L’objectif principal de ce travail est de donner une vision globale sur les phénomènes vibratoires 

libres linéaires afin  d’éviter le danger impliqué par le phénomène de résonnance. 

      On espère donc contribuer à combler cette insuffisance, en se basant sur le background et le   

cumule des investigations dans ce domaine moyennant une approche énergétique de Ritz. La 

fiabilisation des résultats est basée sur des modèles mathématiques  vérifiant uniquement des 

conditions aux frontières. Pour mieux appréhender le comportement vibratoire de la plaque, une  

Investigation paramétrique fréquentielle en fonctions des conditions aux bords, rapport de 

dimensions et les rigidités transversales et longitudinales est investie.  Le taux de dispersion, qui 

s’inscrit dans de bonne limite de tolérance.  

Mots Clés  

Vibration libre, Paramètres fréquentiels,  orthotropie,  méthode de Ritz., rigidités. 

 

Nomenclature 

a, b     Dimensions de la plaque
 

h          Epaisseur de la plaque 

Dx         Rigidité de flexion par rapport à x   

  

Dy            La rigidité de flexion par rapport à y 

Dxy    Rigidité torsionnelle Gxy       Le module de cisaillement 

µx , µy , µ1 , µ2  Coefficients de Poisson ω         Fréquence de la plaque    

λR          Quotient de Rayleigh      Ω              Paramètre Fréquentiel. 

 

 

 (x,y)
 
Densité de la masse de la plaque .         w(x,y)  Fonction de Forme 

Ex , Ey , E1 , E2      Modules  de Young Tmax   Energie cinétique maximale de la plaque 

Umax   Energie de déformation maximale de la plaque
 

 

Vmax   Energie totale  maximale de la plaque 
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1. Introduction 

Les  vibrations des plaques orthotropes est une thématique actuelle importante, tant d’un point 

de vue académique qu’industrielle est qui touche de nombreux domaines, tels que le génie 

mécanique, maritime, aéronautique, civile,  et le transport.   

 Cette large utilisation de telles structures demande une bonne et meilleure investigation du 

comportement vibratoire libre afin d’éviter le phénomène de résonance de la plaque orthotrope.  

Les fréquences propres de vibration d’une structure dépendent des rigidités du matériau constitutif. 

Toutefois, la recherche systématique des modes n’est pas  aisée car la déformée d’une plaque 

résulte des superpositions des déformées de différents modes. Dans tous les cas, les vibrations 

mettent en jeu un échange permanent entre l’énergie cinétique et l’énergie de déformation  de la 

plaque. Cette énergie cinétique est associée à la vitesse vibratoire et la masse des plaques 

déformées. Alors que la déformation est associée aux contraintes dynamiques liées à la rigidité des 

éléments déformés par le mouvement vibratoires. 

Beaucoup de chercheurs se sont investis dans les domaines des vibrations en se basant sur plusieurs 

méthodes tels que la méthode des différences finis [1], des éléments finis [2], des superpositions  

[3],      

Dans le cas d’une analyse  préliminaire de la plaque, il est très recommandé d’utiliser une méthode 

simple pour le calcul des fréquences modales. On se propose la méthode de Ritz pour le calcul du 

paramètre fréquentiel  des deux plaques orthotropes (SSSS) et (CCCC)  en vibration libre.  

Beaucoup de chercheurs tels Algor [4],Rossi [5] Sakata [6] , Chen [7] , se sont investis dans le 

domaine des plaques orthotropes  en proposant des  solutions pour les plaques en vibration libre et 

forcée.  

2. Formulation analytique 

On sélectionne une suite de m équations linéairement indépendantes respectant les 

conditions aux limites. Le problème étudié consiste à faire la résolution numérique du problème de 

valeurs propres d’une plaque. Le premier objectif est tout simplement de comparer les valeurs 

théoriques des fréquences propres obtenues moyennant la méthode de Ritz avec les résultats 

obtenus par la méthode des éléments finis (MEF).  

2.1   L’énergie de déformation des  plaques orthotropes 

La détermination en vibration libre des paramètres fréquentiels des deux plaques simplement 

appuyée SSSS et encastrée CCCC sur les quatre côtés. La validation des résultats est confrontée à 

des références de renommée connue  du programme sous le code « Maple ».  
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où xD et yD sont des rigidités de flexion par rapport aux axes y  et x respectivement, xyD  la 

rigidité torsionnelle et 1D est le coefficient de Poisson réduit tels que 
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 xE  et 
yE  sont les modules de Young dans les directions de x et y respectivement, x et

y sont les 

coefficients de Poisson et xyG  le module de cisaillement. 

2.2  L’énergie cinétique  

Elle est associée à la vitesse vibratoire et la masse des éléments déformés. 

  dxdyyxwyxT
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w(x,y) est la fonction admissible et ω est la fréquence naturelle de la plaque. 

L’énergie totale de la vibration de la plaque orthotrope :       
maxmaxmax TUV 

                            (4)            

Où maxU  et maxT sont l’énergie de déformation maximale et de l’énergie cinétique maximale 

respectivement. 
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2.3  Le quotient de Rayleigh 

Le quotient de Rayleigh est le rapport de l’énergie de déformation maximale et de l’énergie 

cinétique maximale. Ce quotient est défini comme suit:              
    

    
                                       (6) 

Basé sue le principe de l’énergie potentielle, et appliquant la méthode de Rayleigh –Ritz, équation 

(6) est minimisée par rapport aux coefficients inconnus Amn pour donner des séries d’équations 

simultanées et homogènes :                  
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Substituant les fonctions proposées dans l’équation (4.14) nous donne une équation des 

valeurs propres de la forme :                02  WMK                                               (8)  

La résolution du problème de valeurs propres consiste à trouver 
2   la relation 

matricielle suscitée. Le paramètre fréquentiel utilisé pour la  comparaison des résultats est : 

   ω  
  

  

  
                                                     ( 9 ) 

 

2.4  Equation différentielle de Lekhnitskii des plaques orthotropes  

La deuxième contribution, consiste, en l’analyse de la réponse vibratoire libre de deux plaques 

orthotropes avec différents rapports de rigidité. Enfin, une investigation paramétrique d’étude   

      comparative selon quelques critères sur l’évolution des séquences modales des plaques CCCC, 

SSSS   

 sous l’effet des conditions aux bords, les différents rapports de rigidité D1/D3=0.5, 1,2,     
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 D2/D3=0.5,1.2  et le rapport de  dimensions de la plaque (b/a) en se basant sur l’équation suivante :

                      q
y

w
D

yx

w
D

x

w
D 




























4

4

222

4

34

4

1 2                                                                        

(10) 

Avec      
)1(12 21

3

1

1



hE

D , 
)1(12 21

3

2

2



hE

D  et 
6

1

3

23

Gh
DD        (11)  

et le paramètre fréquentiel pour la comparaison des résultats: 
 1

2 / Dhaii     
             

   ( 12 ) 

             2.5   Les fonctions de forme 

Cette méthode est utilisée pour développer le déplacement de la plaque selon des bases sinusoïdales 

ou  polynomiales:              )()(),,(
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où  X(x) est le n
ième

 mode d’une plaque de longueur a.
 

 Y(y) est le m
ième

 mode d’une plaque de longueur b. 

 

les 
mnA  représentent l’amplitude du mode  nm ,  à déterminer et les fonctions mX  et nY  sont des 

fonctions formes correspondantes le long des axes x et y qui doivent vérifient individuellement les 

conditions aux limites mais pas forcément l'équation différentielle du mouvement. Pour identifier la 

solution fréquentielle, l’état stationnaire est observé par rapport à chaque coefficient modal, la 

procédure consiste à minimiser le quotient de Rayleigh par rapport au mnA . Donc le problème peut 

être résolu en solvant le système linaire des équations pour les coefficients nmA ; une fois les 

coefficients calculés, une réponse approximative de la plaque est calculée. 

3.  Etude paramétrique des plaques orthotropes 

3.1  Plaque orthotrope simplement appuyée SSSS  

Tableau 1 :  Le paramètre fréquentiel 
1

2 / Dhaii   , v = 0.3 d’une plaque orthotrope SSSS  

                  
∞
   

∞

   
     

   

 
     

   

 
    avec le taux de dispersion du paramètre fréquentiel. 

 

 Le tableau N°1 nous montre une bonne concordance des résultats de la plaque SSSS, comparée 

avec ceux de la méthode exacte. On remarque que le taux d’erreur des premiers modes est nul.  De 

plus, les  résultats sont fiables, comparativement et respectivement avec ceux Algor [1] et Rossi [2]. 

Cela montre l’efficacité de la méthode de Ritz pour le calcul de la réponse vibratoire des plaques en 

vibration libre. 
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3.2 Plaque orthotrope CCCC  

Tableau 2 : le paramètre fréquentiel 1

2 / Dhaii   , v = 0.3 d’une plaque  orthotrope CCCC    

                      
                

                           avec le taux de dispersion du paramètre 
fréquentiel. 

 

3.3  Validation des résultats 

Les résultats obtenus par l’approche énergétique de Ritz en élasticité linéaire nécessitent une 

confrontation des valeurs des paramètres fréquentiels obtenus avec d’autres résultats de chercheurs  

de renommée tels que  Algor [4], Rossi [5]  et Sakata [6].  La confrontation  montre la bonne 

concordance et la fiabilité de nos résultats moyennant la méthode de Ritz.  

Pour la plaque CCCC, le taux d’erreur des modes 1-1 est très acceptable (0,07%) , les modes 1-2 et 

2-1 sont respectivement 1.22% et 1.69%, tandis que pour la plaque SSSS , le taux d’erreur des 

premiers modes est nul.  

Enfin, les  résultats sont plus fiables et acceptables comparativement et respectivement avec les 

références suscitées tel que ceux d’Algor moyennant la méthode des éléments finis avec 625 et 

2500 éléments. Cela montre l’efficacité de la méthode de Ritz. 

 3.4  Conclusion sur les résultats des plaques SSSS-CCCC 

 L’objectif principal de ce travail est d’une part, de contribuer à calculer les paramètres fréquentiels 

des plaques orthotropes (SSSS-CCCC) en vibration libre moyennant la méthode de Ritz et d’autre 

part de valoriser nos résultats par rapport à d’autres chercheurs de renommée. Les faibles taux de 

dispersion pour les plaques orthotropes SSSS et CCCC varient respectivement de 0 à 1.696 %, cela 

témoigne de l’efficacité  et de l’économie de  la méthode de Ritz.   

 4.  Etude paramétrique des plaques orthotropes en fonction des rapports de rigidités, des 

dimensions b/a  et les conditions aux bords de la plaque rectangulaire avec µ = 0.3   

Cette approche semi-analytique de Ritz nous fournit une pratique simple pour déduire les valeurs 

propres de la plaque orthotrope selon différents rapports de rigidité D1/D3 = 0.5, 1, 2 et D2/D3 = 

0.5, 1, 2 entrant dans la formulation des énergies de déformation et cinétique permettant 

d’appréhender le comportement vibratoire des plaques orthotropes en vibration libre.  Pour cela, on 

a ciblé deux types de plaques orthotropes CCCC et SSSS.  

4.1  Plaque rectangulaire orthotrope CCCC 
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Tableau 3 :Calcul du paramètre fréquentiel fondamental en fonction des rapports de rigidités    

5.02,1,5.0 3231  DDetDD  et de dimensions b/a. 

Tableau 4 :Calcul du paramètre fréquentiel fondamental en fonction des rapports de rigidités      

 12,1,5.0 3231  DDetDD et de dimensions b/a 

Tableau 5 :Calcul du paramètre fréquentiel fondamental en fonction des rapports de rigidité

 22,1,5.0 3231  DDetDD  et de dimensions b/a. 

 

4.1.1  Interprétation physique sur l’évolution paramétrique fréquentiel 

Les tableaux  N° 3,4 et 5 nous montrent pour les trois cas d’étude de la plaque CCCC, que les 

valeurs des paramètres fréquentiel des plaques en fonction des différents rapports de rigidités 

chutent   rapidement dans l’intervalle du rapport a/b (0.4-2/3). Au-delà de cette frontière, les valeurs 

atténuantes se prononcent en faveur d’un palier de valeurs presque constantes.
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4.1.2 Evolution de la perte de rigidité de la plaque CCCC : 

Pour( D2/ D3 = 0.5) et( D1/ D3= 0.5,1,2 c   10.605       5.706, 10.498     4.857, 10.443      4.177 

Pour( D2/ D3 = 1) et( D1/ D3= 0.5,1,2 )    12.246       5.715, 12.177      4.871, 12.142        4.199 

Pour( D2/ D3 = 2) et( D1/ D3= 0.5,1,2 )   14.331       5.732, 14.288       4.898  , 14.266        4.242 

 

On observe pour tout rapport D2/D3 constant, toutes les valeurs du rapport( D1/ D3= 0,5,1,2 

diminuent respectivement. Physiquement cela s’explique par une perte de rigidité en faveur de la 

souplesse de la plaque. Les rapports D2/D3 et D1/D3 sont des facteurs dominants en orthotropie. 

4.2   Plaque rectangulaire orthotrope SSSS 

Tableau 6 :Calcul du paramètre fréquentiel fondamental en fonction des rapports de rigidité

 5.02,1,5.0 3231  DDetDD  et de dimensions b/a. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tableau 7 : Calcul du paramètre fréquentiel fondamental en fonction des rapports de rigidités 

 12,1,5.0 3231  DDetDD  et de dimensions b/a. 
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Tableau 8 :Calcul du paramètre fréquentiel fondamental en fonction des rapports de rigidités 
 22,1,5.0 3231  DDetDD et de dimensions b/a. 

 

5. Conclusion 

   Notre objectif  consiste à résoudre le problème des valeurs propres de deux cas de plaques 

orthotropes. Le but principal de cette investigation est tout d’abord de valider les résultats de 

notre  étude par rapport à d’autres chercheurs de renommée tels que Sakata, Algor et Rossi, 

moyennant la   méthode de  Ritz.  

 Nos résultats s’avèrent fiables et acceptables avec de faibles taux de dispersion. Cela témoigne 

de l’efficacité de la méthode utilisée, de l’économie en termes de temps et d’un seul tronçon 

fondamental des modèles mathématiques utilisés. On remarque que les rapports de rigidités 

  2,1,5.0,2,1,5.0 3231  DDDD
 
nous donnent plusieurs cas de rigidités différentes: 

1er cas:  
      yEEDDDDDDDDDDDD

X
 2,2,1,1,5.0,5.0 323132313231  

2eme cas: 
    yx EEDDDDDDDD 21,2,5.0,1 32313231 

 

3 eme cas: 
  yx EEDDDD 45.0,2 3231 

 

4 eme cas: 
    xy EEDDDDDDDD 21,5.0,2,1 32313231 

 

5 eme cas: 
  xy EEDDDD 42,5.0 3231 

 

Dans notre étude, nous avons ciblé deux types de plaques orthotropes  SSSS et CCCC 

influencées par trois importants facteurs dominants: la rigidité, les conditions de fixité et le 

rapport de dimensions a/b. La réponse vibratoire de chaque plaque dépend des modules d’Young 

EX et EY ainsi des conditions de fixité (S: appui simple – C: encastrement) et enfin le rapport de 

dimensions a/b.  
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