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Titre:
ETUDE DES PROBEEMES PARABOLIQUES A PONNEES MANQUANTES

Résumé

h’objet de cette thése est I’étude de quelques problémes aux limites de contact, avec ou sans
frottement, entre un corps déformable et une fondation. Nous nous plagons dans le cadre des dé-
formations antiplanes et nous étudions des processus statiques et quasistatiques pour des matériaux
électro-élastiques et électro-viscoélastiques. Les résultats que nous obtenons concernant ’existence et
I’unicité des solutions faibles ainsi que le comportement des solutions électro-viscoélastiques lorsque
la viscosité converge vers zéro. La thése est structurée en Trois Parties. Dans la premiére partie
nous présentons une modélisation détaillée du contact piézoélectrique et nous décrivons les hypo-
théses et les équations qui modélisent les problémes antiplans ainsi que les conditions aux limites
avec frottement. La deuxiéme partie est destinée & I’étude des problémes antiplans électro-élastiques
et électro-viscoélastiques de contact avec frottement modélisés a 'aide des différentes lois de frotte-
ment de type Tresca et Coulomb. Dans la troisiéme partie nous présentons une annexe contenant des
rappels sur quelques outils de 'analyse fonctionnelle; ainsi que I’étude des inéquations variationelles

elliptiques et d’évolution.

Mots-Clés: matériau électro-élastique, matériau électro-viscoélastique, frottement de Tresca, frotte-

ment de Coulomb, problémes antiplans, inéquations variationnelles, solution faible, point fixe.
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Title:
STUDY OF PARABOLIC PROBLEMES WITH MISSING DATA

Abstract

The aim of this thesis is the study of some boundary value contact problems, with or without
friction, between a body and a foundation. We consider the case of antiplane deformations and we
study static and quasistatic process for electro-elastic and electro-viscoelastic materials. The results
obtained concern the existence and uniqueness of weak solutions as well as the behaviour of the vis-
coelastic solutions as the viscosity converges to zero. The thesis is structured in Three Parts. In the
first part we present a detailed modelling of the piezoelectric contact and we describe the hypotheses
and the equations which models the antiplans problems and as well as the conditions in the limits with
friction. The second part is dedicated to the study of antiplane electro-elastic and electro-viscoelastic
problems with version of Tresca and Coulomb friction. In the third part we presente an appendix
which contain some tools of functional analysis. Finally we present two categories of elliptic and evo-

lutionary variational inequalities.

Key Words: electro-elastic material, electro-viscoelastic material, Tresca’s friction, Coulomb’s fric-

tion, antiplane problem, variational inequality, weak solution, fixed point.
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Abstract The aim of this thesis is the study of some boundary value contact problems, with or
without friction, between a body and a foundation. We consider the case of antiplane deformations
and we study static and quasistatic process for electro-elastic and viscoelectro-elastic materials. The
results obtained concern the existence and uniqueness of weak solutions as well as the behaviour of
the viscoelastic solutions as the viscosity converges to zero. The thesis is structured in Three Parts.
In the first part we present a detailed modelling of the piezoelectric contact and we describe the
hypotheses and the equations which models the antiplans problems and as well as the conditions in
the limits with friction. The second part is dedicated to the study of antiplane electro-elastic and
electro-viscoelectroelastic problems with version of Tresca and Coulomb friction. In the third part
we presente an appendix which contain some tools of functional analysis. Finally we present two
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Introduction

Les problémes de contact avec ou sans frottement entre un corps cylindrique et une fondation
sont abondants en idustrie et dans la vie de tous les jours. Le frottement entre les plaques techniques,
le piston avec la chemise sont quelques exemples parmi bien d’autres. Du fait de I'importance du phé-
noméne, des études considérables ont été consacrées & ce domaine important qu’est la Mécanique du
Contact. La littérature concerne la modélisation, I’analyse mathématiques ainsi que I’approximation
numérique des problémes.

L’objet de cette thése est de proposer une contribution a I’étude de quelques problémes antiplans
€lectro-€lastiques et électro-viscoélastiques de contact. En effet, nous considérons des lois de comporte-
ment non linéaires pour des matériaux électro-élastiques et électro-viscoélastiques, dans le processus
statique et quasistatique. Diverses loi de frottement sont envisagées, elles sont définies par des ver-
sions de la loi de Tresca ou de Coulomb et ses versions régularisées. Nous avons étudiés dans cette
these plusieurs problémes avec différents conditions de contact avec frottement.

Nous commengons par décrire le probléme antiplan de contact piézoélectrique de départ et, aprés avoir
précisé les hypothéses sur les données, nous présentons une formulation variationnelle du probléme
posé pour laquelle nous démontrons ’existence et I'unicité de la solution par rapport aux données
et aux paramétres. Cette thése se compose de deux grandes parties, dont chacune d’elle contient
deux chapitres. Nous cloturons cette thése par un annexe et une bibliographie qui touche le domaine.
Afin d’en faciliter la lecture, nous les avons rendus indépendants en rappelant briévement les outils
nécessaires a leur compréhension.

Le premier chapitre introduit la modélisation du contact piézoélectrique. On rappelle le cadre physique
et le modéle mathématique contenant les différents équations et conditions de contact concernant le
champ des déplacements, le champ des déplacements électrique et le champ des contaraintes, ainsi
que des constructions des lois de frottement et des lois de frottement régularisées.

Dans le second chapitre on présente une modélisation des problémes antiplans. Nous citons tout
d’abord des hypothéses et des équations, puis nous faisons un rappel sur les espaces fonctionnels et
leurs propriétés et, nous terminons par une présentation des conditions aux limites avec frottement.
Dans la deuxiéme partie, dite Analyse des modéles, nous commengons par le premier chapitre qui
touche les problémes électro-élastiques; plus précisément, on s’intéresse a ’étude de six problémes
aux limites qui décrivent ’evolution statique et quasistatique d’un corps électro-élastique soumis a

des forces surfacique, des forces volumiques et, des charges ’electriques, en contact avec frottement.

ii



ANALYSE DES PROBLEMES ELECTRO-ELASTIQUES ET ELECTRO-VISCOELASTIQUES

Dans la premiére et la deuxiéme section, on considére un probléme statique avec des conditions aux
limites avec frottement de Tresca et frottement régularisé. Par la suite, nous présentons dans chaque
section une formulation variationnelle du probléme et, nous démontrons ’existence et l'unicité de
la solution. La troisiéme section présente un probléme statique avec loi de frottement de type puis-
sance. Au premier point, nous construisons une formulation variationnelle associée au probléme posé
a I’étude puis, nous établissons les résultats d’existence et d’unicité. Dans la quatriéme section, nous
étudions un probléme statique avec frottement dépendant du glissement, cést & dire, le condition de
frottement est présentée avec une version statique de la loi de Coulomb dépendant du glissement. Par
la suite, nous avons démontré I’existence et I'unicité de la solution. Dans la cinquiéme et la sixiéme
section, nous avons étudié un probléme quasistatique avec frottement de type Tresca et frottement
régularisé. Le matériel est électro-élastique, le processus est quasistatique, le frottement est modélisé
par la loi de Tresca et, la fondation est connectée par un champ électrique. Nous dérivons dans un
premier temps la formulation variationnelle qui est sous la forme d’un systéme couplé des inéquations
variationnelles dévolution pour le champ des déplacements avec une équation variationnelle dépen-
dant du temps pour le champs électrique. Ensuite, nous prouvons ’existence de la solution faible pour
ce modéle. Finalement, nous étudions la dépendance de la solution avec une perpturbation dans la
condition de frottement et, nous prouvons dans ce cas la un résultat de convergence. La rédaction de
cette section s’inspire de larticle [43].

Dans le deuxiéme chapitre de la partie II on considére un modéle mathématique qui décrit une phéno-
méne électro-mécanique qui se conclue dans une déformation d’un cylindre en contact avec frottement
avec une fondation régide. Cette fois ci, le matériel est supposé électro-viscoélastique, le processus
est quasistatique, le frottement est modélisé par la loi de Tresca et, la fondation est connectée par
un champ électrique. Nous dérivons la formulation variationnelle de ce modéle qui est sous la forme
d’un systéme couplé en premier temps; une inéquation variationelle d’evolution pour le champ des
déplacements avec une equation variationnelle dépendant du temps pour le champ électrique. Alors,
nous prouvons ’existence et I'unicité de la solution faible pour ce modéle. La démonstration est basée
sur les arguments des inéquations variationnelles d’evolution et I'opérateur de point fixe. La rédaction
de cette section s’inspire de larticle [44].

Nous concluons que la solution du probléme antiplan électro-élastique de contact de type Tresca peut
étre approximée par la solution du probléme antiplan électro-viscoélastique de contact avec frotte-
ment de type Tresca, quand le coefficient de viscosité est suffisamment petit. Ce résultat indique que,
dans le contexte des problémes antiplans, 1’électro-élasticité avec frottement de type Tresca peut étre

considérée comme cas limite de 1’électro-viscosité avec frottement de type Tresca.

iv
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Notations
Q: est un domaine de IR?(d = 2.3), on note par:
r: I’adhérence de €.
ri(i=1-3): la frontiére de €2 supposée réguliére.
mesI'y : la mesure de Lebesgue de T';.
v la normale unitaire sortante a I'.
Uy, Ur les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v.
CL(Q): espace des fonctions réelles continumenet différentiable sur 2.
X=VxW: I’espace produit de deux espaces V et W.
Ty — T la convergence forte de la suite x, vers x dans 'espace X.
T, =T la convergence faible de la suite z, vers x dans I'espaceX

Si de plus [0,7] un intervalle de temps, k € N et 1 < p < 400, on note par:

C0,7;X) : lespace des fonctions continues de [O,T] dans X.
I-llco,rxy - la norme de C'(0,T; X).

Lr(0,T; X) : lespace des fonctions f mesurables de 0,7 dans X.
-l e c0,7:x) : la norme de L?(0,T; X).

Wkp(0,T; X) : I’espace de Sobolev de paramétre k et p.

WkP(0,T; X) : I’espace de Sobolev de paramétre k et p.

Pour une fonction f, on note par:

dom : le domaine de la fonction f.

oif : la dérivée partielle de f par rapport au temps.
Vf: le gradient de la fonction f.

Divf : la divergence de la fonction f.

Autres notations:
S . 'espace des tenseurs symétrique du second ordre sur IR%.

p.p: presque partout.

Les exposants dans les natations suivantes P{'V'ELL'T, P‘I/V'ELL'T, Pé'c‘,/'ELL'T, PQI'/Y'ELL'R, P{'V'ELL'P,

PZ{;[Y‘ELL‘T, PAf'V‘ELL'DG, PE)I'QV'ELL'T et Pé'QV'ELL'R signifient :

I1.vVrT: inéquation variationnelle avec frottement de Tresca.

I.V.R: inéquation variationnelle avec frottement régularisé.

I.V.P: inéquation variationnelle avec frottement de type
puissance.

1.V.DG : inéquation variationnelle avec frottement dépend de
glissement.

1.QV.T: inéquation quasivariationnelle avec frottement de Tresca.

I1.QV.R: inéquation quasivariationnelle avec frottement régularisé.
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Partie I Modélisation

Partie I

Modélisation

Dans la premiére partie de cette thése nous présentons une description générale d’un modéle
mathématiques qui décrit le contact entre un corps piézoélectrique et un obstacle dit fondation. Un
tel genre de processus est rencontré dans l'industrie et la vie quotidiénne et, pour cela, un éffort
considérable a été fait du coté analyse et simulations numériques. Nous précisons dans le premier
chapitre le cadre physique, les variables qui déterminent ’état du systéme, les lois de comportement,
les équations de bilan et les conditions aux limites. Ensuite, dans le deuxiéme chapitre, nous consi-
dérons le modéle mathématique d’un processus particulier dit probléme antiplan. On peut introduire
des états de déformations antiplanes dans un solide en le chargeant dans une maniére spéciale. Nous
commengons par une description détaillée des hypothéses de base et nous particularisons les équations
d’équilibre et constitutives dans le contexte antiplan. Finalemet, nous présentons une particularisation

des conditions de contact et les espaces fonctionnels utilisés dans ce mémoire.
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Partie I Chapitre 1 Modélisation du contact piézoélectrique

CHAPITRE

MODELISATION DU CONTACT PIEZOELECTRIQUE

1.1 Cadre physique et modéles mathématiques

Nous présentons dans cette section le cadre physique et les modéles mathématiques associés a

I’étude des problémes de contact impliquant des corps piézoélectrique.

Cadre physique. Une grande variété des phénomeénes de contact rencontré dans différents processus
industriels ainsi que dans la vie de tous les jours peut étre considérée dans le cadre physique suivant.
Un corps piézoélectrique occupe dans la configuration de références un ouvert borné connexe noté B
de IR? avec une frontiére 9B. Nous notons les vecteurs et les tenseurs par des lettres en caractére gras,
tel que le vecteur de position que ’on note © = (z;) € BUOB. Ici les indices i, j, k et | variés de 1 a 3.
Nous notons aussi par S° I'espace de tenseurs symétrique de deuxiéme ordre de IR? qui est équivalent
a l'espace des matrices symétriques d’ordre 3. Nous désignons par < -,- > et || - || respectivement le

produit scalaire et la norme Euclidienne sur IR? et S définis par

UV = U v, o] =<v-v>32 Vu,v € IR?,
o T =04 Tij, kAl —< 71T >? Vo,r e 53

Ici et partout dans ce travail on utilise la convention de “Iindice muet®. Nous supposons que 93
est partitionnée en trois parties mesurables I'p, I'r et T'¢ telles que mes(I'p) > 0. On suppose par
ailleurs que 0B est de Lipschitiz, et par conséquent le vecteur unitaire de la normale extérieure noté

v existe presque partout sur 9B. Le corps est encastré sur I'p. Nous nous intéressons a I’étude de
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I’évolution du corps matérial due a I’application des forces volumiques de densité f, dans B et de
traction surfacique de densité f, sur la frontiére I'p. Le corps est en contact sur la frontiére I'c avec
I'obstacle, dit fondation. Nous supposons que les deux forces f, et f, varient trés lentement par
rapport au temps d’intervalle du [0,7] avec T' > 0. Nous supposons aussi qu'une partition 'y UT' 5 de
0B est donnée et celle-ci est associée aux conditions électriques. Le potentiel électrique s’annule sur
la partie I'4 de la frontiére et des charges électriques de densité surfaciques ¢ agissant sur I'g. De
plus on exerce sur le corps des charges électrique de densité volumique gg. Nous utiliserons ce cadre

physique dans toute la partie II de cette thése.

Modéle mathématique. Nous nous intéressons maintenant au modéle mathématique qui décrit
I’évolution du corps liée au cadre physique ci-dessus. Nous notons par o = (0;;(x,t)) et D = (D;(x,t))
respectivement le champ des contraintes et le vecteur des déplacements électriques tel que = € Q et
t € [0,T]. Soient u = u(x,t) = (u;(x,t)) et ¢ = p(x,t) respectivement le champ des déplacements et le
potentiel électrique. Nous désignons par € =¢(u) et E(y) respectivement le champ des déformations
linéarisées et le champ électrique. Les fonctions u : Bx[0,T] — IR®, o : Bx[0,T] — §°, ¢ : Bx[0,T] —
IR® et D : Bx[0,T] — S vont jouer le réle de inconnues dans le probléme de contact. Pour un vecteur

v nous désignons par v, et v, les composantes normale et tangentielle a la frontiére, c’est-a-dire

(L1.1) { ey

V=V — U,V

Les composantes normale et tangentielle du champ des contraintes, notées respectivement o, et o,

sont définies par les égalités

o, =0V —0, V.

o, =0V-U,
(1.1.2)

Nous utilisons (I.1.1) et (I.1.2), pour obtenir la relation suivante

(I.1.3) ov-v=0,0,+0; V.,

qui va intervenir tout le long de cette thése. En outre, les points au-dessus d’une fonction représentent

la dérivation d’une fonction par rapport au temps; par exemple
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otl u désigne le champ des vitesses et © désigne le champ des accélérations. Pour le champ des vitesses
u les notations u, et w, désignent respectivement la vitesse normale et la vitesse tangentielle a la

frontiére, c’est-a-dire

U = U — UV,

(L1.4) { =,

Rappelons que le tenseur des déformations linéarisées est donné par

(L15) { e(u) = (ij(u)),

eij(w) = §(uij +ujq), 1<ij<3

le champ électrique est défini par 1’égalité
(1.1.6) E(p) = —Vo = —(¢,)-

Nous précisons par ailleurs que I'indice qui suit une virgule signifie une dérivation partielle par
rapport a la composante correspondante de la variable spatiale.

Les équations de bilan qui décrivent I’évolution du corps piézoélectrique sont

(1.1.7) Div o4 fo =0 dans B x (0,T)

(1.1.8) div D = q dans B x (0,T).

Remarquons que ces équations décrivent les processus statiques et quasistatiques. Puisque le corps

est encastré sur la frontiére I'y, le champ des déplacements s’y annule, c’est-a-dire
(I1.1.9) u=20 dans T'p x (0,1).
La condition aux limites en traction est donnée par

(I.1.10) ov = f, dans T'p x (0,1).
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Les conditions électriques aux bords sont de la forme suivante:

(I.1.11) =0 dans T4 x (0,T)

(1.1.12) D v=g dans T'p x (0,T).

Finalement, afin de compléter le modéle mathématique, il faut préciser la loi de comportement du
matériau ainsi que les conditions aux limites sur la forntiére I's, c¢’est-a-dire des conditions de contact.

Ceci fera l'objet des deux sections suivantes.

1.2 Lois de comportement

Nous décrivons dans ce paragraphe les lois de comportement des matériaux électro-élastiques et
électro-viscoélastiques. Par loi de comportement nous comprenons dans ce qui suit une relation entre
le tenseur des contraintes o, le tenseur des déformations infinitésimales € = e(u) d’un coté, et le
champ des déplacements électrique D et le champ électrique E(p) d’un autre coté. Par la suite, nous

décrivons les lois des comportement qui interviennent dans cette thése.

Lois de comportement des matériaux électro-élastiques. Le comportement des corps électro-

élastique est décrit par les équations suivantes:

(11.13) o= Fe(u) - ETE(p),

(I.1.14) D = E&e(u) + BE(yp).

Ici F = (fijkn) est le tenseur des coefficients élastiques, £ = (e;;;) est le tenseur piézoélectrique et

B = (,3”) est le tenseur permitivité électrique. Par ailleurs la transposée du tenseur piézoélectrique

& est notée par ET = (e];) ot ], = eyij tel que

(I.1.15) Eo-v=0-Tv, Vo € S, Yve R

En composantes les équations (I.1.12) et (I.1.13) peuvent étre écrites sous la forme

10
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(I.1.16) oij = fijencrn(u) — eTjkEk(so),

(I.1.17) D;; = eijreij(u) — Bijo k-

Le tenseur F = (fijxn) est un tenseur d’ordre quatre. Ces composantes (f;;kn) s’appellent coefficients
d’élasticité et £ = (e;;i) est le tenseur des constantes piézoélectrique; c’est un tenseur d’ordre trois.

Par ailleurs le tenseur 8 = (Bij) de la permitivité électrique est un tenseur d’ordre deux.

Lois de comportement des matériaux électro-viscoélastiques. Les lois de comportement pour
les matériaux électro-viscoélastiques sont utilisées pour d’écrire le comportement des différents ma-

tériaux comme les métaux, les polymeéres et les roches. Ces lois peuvent s’écrire sous la forme

(1.1.18) o= As(u) + Fe(u) — ETE(p),

(L.1.19) D = E&c(u) + BE(p).

Dans ces équations A = (aj;rn) est le tenseur des coefficients viscoélasiques, F est le tenseur des
coefficients élastiques, £ = (e;;x) le tenseur des constantes piézoélectriques et, 5 = (5;;) est le tenseur

de la primitivité électrique.

1.3 Conditions de contact

Nous présentons dans cette section quelques conditions aux limites de contact utilisées dans la
litérature; les lois de frottement asociées seront présentées dans la section suivante. De fagons générale,
nous comprenons par condition de contact une relation impliquant les composantes normales du
champ des déplacements, des vitesses ou des contraintes et nous comprenons par loi de frottement
une relation entre la contrainte tangentielle o, et la vitesse tangentielle w, ou bien le déplacement

tangentiel w.. La contrainte o, s’appelle aussi force de frottement.

a- Contact bilatéral. Le contact se fait d’une facon bilatérale c’est-a-dire le contact est maintenu
pendant le mouvement et il n’y a pas de séparation entre le corps et I'obstacle. La compsante normale

du champ des déplacements s’annule sur la surface de contact et donc

(1.1.20) u, = 0.

11
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b- Condition de contact unilatéral. Cette condition modélise le contact avec une fondation rigide.
Puisque la fondation est considérée rigide, elle ne subira donc pas de déformation. Le corps ne pourra

pas donc y pénétrer. Cette propriété se traduit par la relation mathématique

(1.1.21) u, < 0.

Aux points de I's tel que u,, < 0 le corps déformable quitte la base rigide. Les contraintes normales

y sont alors nulles. Par conséquent nous obtenons

(1.1.22) u, <0= 0, =0.

Aux points de T's tel que u,, = 0 le contact est maintenu et la base régide exerce une réaction normale

orienté vers 2 et donc nous pouvons écrire

(I.1.23) u, =0=0, <0.

Les conditions de contacts d’écrit par (I.1.21), (I1.1.22) et (I1.1.23) s’appellent “conditions de contact

unilatéral’ ou bien “conditions de contact de Signorini‘. Elle peuvent étre regroupées sous la forme:

<0,

(1.1.24) o, <0,

Uy

o,u, = 0.

c- Condition avec compliance normale. La fondation est supposée déformable. La contrainte

normale o, satisfait la condition dite “compliance normale”, c’est -a-dire
(1.1.25) —o0, = pluy).

Ici p est une fonction positive donnée, telle que p(u,) = 0 si v, < 0. Cette condition montre que
lorsqu’il y a pénétration la fondation exerce une réaction vers le corps déformable (u, > 0= o, < 0)

et lorsque il y a séparation la contrainte normale s’annule (u,, < 0= o, = 0).

12
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1.4 Lois de frottement

Nous décrivons dans cette section les conditions dans la direction tangentielle appelées générale-

ment conditions de frottement ou lois de frottement.

a- Contact sans frottement. Nous supposons qu’on a un glissement parfait, ou sans frottement.

Ceci se traduit par la relation

(1.1.26) o, =0.

b- Loi de Coulomb. Dans le cas ou la force de frottement o, ne s’anule pas sur la surface de
contact, alors le contact est avec frottement. Le contact en frottement est souvent modélisé avec la
loi de Coulomb; dans cette loi la traction tangentielle o, peut atteindre la borne g qui est appelée

seuil de frottement. On a

lo-ll <9,

(1.1.27) i

.. = — —T
T "I,

si d, #0 sur  T'e¢ x (0,T).

Ici ., est la vitesse tangentielle relative. Nous notons que la loi de Coulomb (1.1.27) est caractérisée par
I’existence d’une zone d’adhérence et de glissement sur la région frontiére de contact & chaque moment
o-(zt)| <g(x)

est vérifiée, alors w,(x,t) = 0 et le point matériel x se trouve dans la zone d’adhérence. Maintenant si

t € [0,7]. Il suit de (I.1.27) que, lorsque @ est un point de la frontiére I'c et I'inégalité

llo-(x,t)|| = g(x) alors le point x est se trouve dans la zone de glissement. Nous concluons que la loi
de frottement de Coulomb (I.1.27) modélise des phénomeénes que le glissement se produit seulement

quand la force de frottement atteint une valeur critique.

c- Version de la loi de Coulomb. Dans certaines applications, particuliérement ou le frottement
est trés large, la fonction g dans (1.1.27) ne dépend pas des variables de processus et se comporte

comme une fonction donnée. En considérant

(1.1.28) 9=g(z)

dans (I1.1.27) qui méne a la loi de frottement de Tresca; ceci simplifie considérablement 1’analyse des

problémes de contact.

13
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Souvent, particuliérement en littérature téchnologique, le seuil de frottement g est choisit comme

suit

(1'1'29) g:g(au) :mo—u"

B > 0 étant le coefficient de frottement. Le choix (1.1.29) dans (I.1.27) méne vers la version classique
de la loi de frottement de Coulomb. Récemment, les modéles mathématiques pour le contact avec
frottement ont employés un coefficient de frottement variable et la dépendance du coefficient a I’égard

des paramétres de processus a été incorporée aux modéles. Par exemple, le choix

(1.1.30) i = p([lu-)

a été considére en plusiéures publications en géophysiques pour modéliser le mouvements des plates

tectoniques voir [31], [32]; souvent le choix

(1.1.31) = (|- [])

a été considéré par plusieurs auteurs, voir pour plus de détails [27].
Nous tenons compte de la dépendance de (I1.1.30) ou (I.1.31) en (1.1.29) pour obtenir que le seuil

de frottement g satisfait

(1.1.32) 9= 9g(lu-)
(1.1.33) g=g(llu-).

Les deux égalités ci-dessus montrent que la borne de frottement g dépend du glissement w, ou ..

1.5 Lois de frottement régularisées

Dans une formulation variationnelle, le probléme de contact avec frottement avec la loi de Cou-

lomb nous améne aux inégalités variationnelles impliquant des fonctionnels non différentiable. Pour

14
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éviter cette difficulté, plusiéres régularisation de la loi de Coulomb sont utilisés dans la littérature,

principalement pour des raisons numériques. Quelques exemples sont donnés par :

u
(1.1.34) o — dans T¢ x (0,7),
Vs +p?
ou
0
1.1.35 o, = sur T'e x (0,7).
( ) { —gllt, ||P~ i, si d, #0 0.1

La loi de frottement (1.1.34) ou (1.1.35) décrive des situations quand le glissement apparait méme pour
une contrainte tangentielle petite ce qui est le cas lorsque les surfaces de contact sont lubrifiées. La
relation (I.1.35) s’appelle aussi une loi de frottement puissance; effectivement dans ce cas la contrainte
tangentielle est proportionelle & une puissance de la vitesse tangentielle. Dans le cas particulier p = 1,
la relation (I.1.35) implique que la contrainte tangentielle est proportionnelle & la vitesse tangentielle.
Par ailleurs, la relation (I.1.27) est obtenue formellement & partir des lois de frottement (I.1.34) et
(I.1.35) lorsque p — 0.

Une comparaison instructive de la loi de frottement (1.1.27), (1.1.34) et (1.1.35) peut étre faite
dans la cas bidimentionel; dans ce cas & chaque point de la surface de contact il existe une seule
direction tangentielle. Notons par o, son vecteur unitaire; nous avons o, = o,7 et w, = U,T ou
o, et u,; sont des scalaires. Supposons qu’un seuil de frottement est donné alors ce cas particulier

(I.1.27) conduit a relation multivoque

(1.1.36) lo-| < g, —0r=3 —g siou,<0 sur  T'e x (0,7)

alors (1.1.34) et (1.1.35) sont données par

iy

P
Y

(1.1.37) dans T x (0,T).

La loi de frottement dite “puissance® est caractérisée par la relation

0
1.1.38 —0,; = sur T'e x (0,7).
( ) { —glu P~ A, si a,#0 0.1)

15
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Maintenant, il est facile de remarquer que (I.1.36) est vérifiée si et seulement si

(1.1.39) —o-(vr — ;) < glvg| — glir| Yur € R,

ce qui prouve que la relation (I.1.36) peut étre écrite sous la forme

(1.1.40) —or € Op(tr),

ot ¢ : IR — IR3 est la fonction définie par

(I.1.41) o(s) = g|s|.

Nous notons que la fonction ¢ est une fonction convexe et continue mais elle n’est pas différentiable

au point s = 0. Souvent les relations (I.1.37) et (I.1.38) peuvent étres écrites sous la formes :

(1.1.42) —or = ¢'(tr)

ou ¢’ représente la dérivée de la fonction ¢ : IR — IR donnée par :

(1.1.43) ¢(s) =g(v/s*>+p* —p)

et respectivement

9 +1
1.1.44 s) = S|P,
(L1.44) o(s) = =Ll

Il est clair que les fonctions ¢ ci-dessous sont convexes et différentiables. Nous concluons que les

16
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lois de frottement (1.1.36), (I1.1.37), (I.1.38) ont une caractéristique commune, car elles peuvent étre
écrites sous la forme (I1.1.40) avec un choix convenable pour la fonction .

Dans le cas du processus d’équilibre, nous considérerons une version statique de ces lois qui sont
obtenues par remplacement de la vitesse tangentielle avec le déplacement tangentiel. Alors, la version

statique de la loi de frottement (I.1.27) est donnée par :

(L145) lo-ll < g,
o o, = —gm i ou,#0 dans T¢ x (0,T).

La version statique pour la loi de frottement régularisée (I.1.38) est donnée par :

Ur

Or = —§ s
Vlurll? + p

(1.1.46) dans T'¢ x (0,7).

Finallement, la version statique pour les lois de frottement régularisées (1.1.39) est donnée par :

0
1.1.47 o, = sur T'e x (0,7).
| ) { —gllur P~y siur #0 00
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CHAPITRE

MODELISATION DES PROBLEMES ANTIPLANS

Dans ce chapitre nous considérons le modéle mathématique pour les problémes antiplans de
contact piézoélectrique. Nous commencons par une description détaillée des hypothéses de base et
des équations. Nous présentons ’équation d’équilibre et I’équation électrostatique dans le contexte
antiplan piézoéletrique. En outre, nous considérons deux modéles des problémes antiplans piézoéle-
triques dans le cas électro-élastique et électro-viscoélastique. Ensuite, nous présentons tous les types

des conditions aux limites de frottement dans le contexte antiplan.

2.1 Hypothéses et équations

Nous nous basons sur ’étude présentée dans le cadre physique du chapitre 1; nous supposons qu’on
a un corps piézoélectrique cylindrique B de IR? (d = 2,3). Nous supposons que le cylindre B a des
génératrices paralléles & I’axe Ox3 et soit ) sa section transversale. (2 est un domaine régulier dans le
plan Ozqz9, Ox1x923 représentent un systéme en cordoonnées cartésiénne . Alors B=£ x (—o0,+00).
Soit Q=T"; nous supposons que I' est partitionnée en trois parties disjointes mesurables I'y, I'; et I's
tel que mesT'; > 0. Nous choisissons I' p=I"1 X (—00,+00), I' p=T9 X (—00,+00) et ['c=T"3 X (—00,400),
et nous supposons que le cylindre est encastré sur I'; X (—o0,+00) et il est en contact avec la fondation
rigide sur I's X (—00, + 00) durant le processus. De plus, le cylindre est soumis aux forces volumiques
de densité f sur B et de tractions surfaciques de densité fo sur I'y X (—o0, 4+ 00) voir les figures 1.1
et 1.2. Nous supposons aussi qu'une partition de I'=I', U T, de I' est donnée, telle que I's C T’ et
mes T'y > 0 et celle-ci est associée aux conditions électriques. Nous choisissons I'y=I", x (—o0, + c0)

et I'p=I" x (—o0, + o0). Le potentiel électrique s’annule sur la partie I', de la frontiére ainsi qu’a
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Fi1G. 2.1 — Cadre physique - section transversale

Fi1G. 2.2 — Cadre physique

I’action des charges électriques de densité surfaciques ¢s agissant sur I'y. De plus on exerce sur le
corps un champ électrique de densité volumique gg. Nous notons par v = (v1,v5,0) la normale sortant
a . Soit T > 0 et soit [0,7] désigne I'intervalle du temps dans lequel nous étudions ’évolution du

corps matériel.

Nous supposons que les forces f et f, sont telles que

(I 2 1) fO = (OvoafO)v }
h Fo = folxr,aat) : QO x [0,T] — R,

et

(I 9 2) f2 = (0707f2)7 }
B fo = falwo,ma,t) : o x [0,T] — IR.

La charge surfacique de densité ¢o appliquée sur I'y est telle que

(1.2.3) g2 = q2(x1,22,t) : T x [0,T] — IR.

On exerce sur le corps un champ électrique de densité volumique gg tel que
(1.2.4) qo = qo(x1,22,t) : @ x [0,T] — R.

Nous supposons que les deux forces f et f, définies par (I1.2.1) et (1.2.2) et les charges ¢ et ¢o
définies par (1.2.3) et (I1.2.4) engendrent une déformation sur le cylindre avec un déplacement wu tel

que

(1.2.5) u = (00.u), }

u=u(z1,m2,t) : A x [0,7] — R
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ainsi qu’un potentiel électrique ¢ = ¢(x1,x2,t) donné par

(1.2.6) v = p(r1,22,8) : QA x [0,T] — R.

Nous nous rappelons maintenant la relation déformation-déplacement dans ’hypothése des petites

déformations

e(u) = (g45(u)),

(1.2.7) 1 N
ij(uw) = 5(uij+uzi), 1< i) <d

Par conséquent, en utilisant (1.2.5) il résulte que dans le cas antiplan, le tenseur des déformations

e(u) peut se mettre sous la forme

(1.2.8) e(u) = 0 0

Par ailleurs rappelons la définition du champ électrique

(1.2.9) E(p) = -V,
avec

®1
(1.2.10) V=1 ¢2

0

Supposons que le tenseur électrique & : S3 — IR? d’ordre trois défini par

e(e1s +€31)
(I.2.11) 5(6,']') = e(eas + €32)

e(e33)
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Soit 'opérateur adjoint que l'on note £7 : IR? — S3 qui est aussi d’ordre. Puis on peut vérifier que

I'opérateur adjoint £7 est définie par

0 0 ey
0 0 (%))

(1.2.12) ETv

ev; evy 0

En effet, il est facile de vérifier que 1’égalité
E-ev=ec-ETv eecS® veR?

est satisfaite.

Dans le cas électro-élastique, on sait que le champ des contraintes o est donné par

(1.2.13) o= Fe(u) — ETE(p).
On choisit F lopérateur de I’élasticité linéaire et isotrope, ¢’est-a-dire
f(a(u)) = (Z,ueij + /\(Ekk(u))(si]‘)

ot A et u sont les coefficients de Lamé, A > 0 et x> 0. Nous remplagons (1.2.8) et (1.2.10) dans
(1.2.13) pour obtenir

0 0  puy 0 0 ey
o= 0 0 JIZIR + 0 0 e
HUu1 P2 0 ep1 epoa 0
et alors
0 0 pu + epq
(1.2.14) o= 0 0 U2 + ep o
pug +epq  pug+epo 0

Nous rappelons que ’équation d’équilibre est donnée par
Div o+ f, =0

et alors, d’apres (1.2.14) il vient
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(I1.2.15) o11,1 + 0122 + 0133 =0 dans Q x (0,7),
(1.2.16) 0921,1 + 0222 + 0233 =0 dans Q x (0,7),
(1.2.17) 0311+ 0322+ 0333+ fo=0 dans € x (0,7).

En utilisant (1.2.14) nous remarquons que les équations (1.2.15) et (1.2.16) sont identiquement, par

ailleurs I’équation (1.2.17) donne

(1.2.18) div(uVu) + div(eVy) + fo =0 dans Q x (0,7).

Soit v le vecteur unitaire normale sur I' x (0,7') donné par

(1219) V= (V17V2a0)7

et soit

0,Z=VZ- v

la dérivée normale de la fonction Z. On a alors

(1.2.20) ov=Ff, sur Ty x (0,7),

et ceci est équivalent a

0 0 pu + ep V1 0
(I.2.21) ov = 0 0 pu o+ ep o Vo = 0
Hu1t+epr pu2+epo 0 0 fa

En faisant le produit nous avons alors

0
oV = 0 ’

(muy +epa)v + (pug + e 2)vo
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en tenant compte que

HO U = pu vy + pu oo, O = ep vy + ep o,

ona
0
(1.2.22) ov = 0 sur T’y x (0,7).
uOyu + €0y p

Par conséquent, d’aprés (1.2.21) nous obtenons

(1.2.23) wo,u + ed,p = fo sur  T'9 x (0,7).

On sait que le champ des déplacements électriques D est donné par

(1.2.24) D = &e(u) — BV .

Nous remplagons maintenant £ et e(u) dans (1.2.24) pour obtenir

6(613 +e31) ®1
D= eleaz+es) | =8| v2 |,
0 0
et par la suite
%(u,l +un) B
D=e %(uz +uz2) -8B w2 |-
0 0
et alors
eu 1 — 580,1
(1.2.25) D=| eusz—pps
0

Nous passons maintenant a ’équation électrique

(1.2.26) div D = qq.

Nous tenons compte de (1.2.25) et (1.2.26) nous obtenons
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(L.2.27) D1y 4+ Dap+ D33 —qo=0

et donc ’équation électrique s’écrite sous la forme

(1.2.28) div(eVu) — div(BVy) = qo  dans  x (0,T).

D’autre part on a

D -v=qg sur Ty x (0,T)

ceci est équivalent a I’écriture matricielle suivante

eu 1 — ﬁ‘P,l 141
D .v= eus — Py Vg
0 Vs

et ceci donne

D-v=ecuv — 590,1V,1 + eusvo — B ave = edyu — B0, = qo

et alors

(1.2.29) edyu — BO,p = qo sur Ty x (0,7).

En conclusion, en réunissant les équations et les conditions aux limites ci-dessus, nous obtenons
que dans un processus antiplan d’'un corps électro-élastique, le champ des déplacements u et le dé-

placement électrique ¢ satisfont le probléme suivant :

Probléme. Trouver le champ des déplacements u : Q x [0,7] — IR et le potentiel électrique ¢ :

Q2 x [0,7] — R tel que

(1.2.30) div(pVu) + div(pVe) + fo =0 dans Q x (0,T),
(I.2.31) div(eVu) — div(BV) = qo  dans Q x (0,T),
(1.2.32) u=0 sur Ty x (0,T),
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(1.2.33) =0 sur Ty x (0,T),
(1.2.34) 1o, u + ed,p = fo sur Ty x (0,T),
(1.2.35) ed,u — B0, = qo sur Ty x (0,T).

Ce systéme sera complété ultérieurement par les conditions aux limites de contact avec frottement.

Dans le cas électro-viscoélastique, le champ des contraintes o est donné par

o= As(d) + Fe(u) — ETE(p).
On procéde de la méme fagon précédente dans le cas ou la loi constitutive est électro-viscoélastique

pour obtenir

0 0 001 + pu 0 0 epq
o= 0 0 Olo+pus |+ 0 0 eps
0Uq+puy O+ pus 0 ep1 eps 0
Par la suite on obtient
0 0 01,1 + puy +epn
o= 0 0 0o + pug +ep o
Our +pus+epr Ol +puz+epo 0

Nous rappelons que ’équation d’équilibre est donnée par

Div o+ f,=0

et alors

o11,1 + 0122 + 0133 =0 dans Q x (0,7),
0921,1 + 0222 + 0233 =0 dans Q x (0,7),

0311+ 0322+ 0333+ fo=0 dans Q x (0,7).

Nous remarquons que les deux premiéres équations sont identiques, par ailleurs la derniére équa-

tion du systéme donne :

div(0Vi + pVu) + div(eV) + fo =0 dans Q x (0,7).
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Soit v le vecteur unitaire normale sur I' x (0,7') donné par

v = (v1,12,0)

et soit

0,2 =V7Z- v

la dérivée normale de la fonction Z.

On a alors

ov = f, sur Iy x (0,7,

et ceci donne

0 0 0l + puy +epq V1 0
ov = 0 0 Ol o+ pus +ep o Vo = 0
911,1 + puy +ep 1 911,2 + pu +epo 0 0 fz

Aprés un simple calcul nous obtenons

0
ov = 0 ,
(0’1.1,71 —+ /L’UJJ —+ 6@071)1/1 —+ (0&72 —+ [LU72 —+ 6(,072)1/2

ce qui nous donne

0
ov = 0 sur Dy x (0,7).
00,1 + po,u + ed,p

Par conséquent, nous obtenons

00,10 + pudy,u + ed, = fo sur  T's x (0,7).

On sait que le champ des déplacements électriques D est donné par

D = &e(u) — BE(p).

En faisant un changement de £ et e(u) dans la relation précédente pour obtenir

6(613 +e31) ®1
D= e(eazs+ez) [0 ¢2 |,
0 0
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et par la suite

%(U,l + 1) Y1
D=e| S(uz+us) | -8 ¢2 |,
0 0
et alors
euy — By
D=| eugs—PBps
0

Nous passons maintenant a ’équation électrique

div D= q0-

Cette derniére équation donne

Di1+4+ Do+ D33—qo=0

et donc ’équation électrique peut se mettre sous la forme

div(eVu) — div(BVy) = qo  dans Q x (0,T).

D’autre part on a

D.-v=g sur I'y x (0,T)

ceci est équivalent a 1’écriture matricielle suivante

€U — /390,1

N
A

D .v= eus — By
0

3

2

N

3

et ceci donne
D.-v=-ecujv —fpi1vi+eusvs — Bpavs = ed,u— B, = qo
et alors

ed,u — BO,0 = qo sur Ty x (0,7).

En conclusion, en réunissant les équations et les conditions aux limites ci-dessus, nous obtenons
que dans un processus antiplan d’un corps électro-viscoélastique, le champ des déplacements u et le

déplacement électrique ¢ satisfont le probléme suivant :

Probléme. Trouver le champ des déplacements u : Q x [0,T] — IR et le potentiel électrique ¢ :

Q% [0,T] — R tel que

div(0Va + pVu) + div(pVe) + fo =0  dans Q x (0,T),
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div(eVu) — div(BVe) = qo  dans Q x (0,1,
u=0 sur Ty x (0,1,
=0 sur  T'q x(0,T),

00,1 + pd,u + ed,p = fo sur  T'9 x (0,1,

ed,u — B0, p = q2 sur Ty x (0,T).

Ce systéme sera complété dans la deuxiéme partie de cette thése par les conditions aux limites

de contact avec frottement.

2.2 Les espaces fonctionnels

Aprés ce bref rappel de mécanique des milieux continu, nous continuons par les espaces de type
“Sobolev* associés aux opérateurs utilisés dans la partie II. Nous citons leurs propriétés principales
pour cela nous considérons souvent 2 C IR? un domaine Lipschitzien. Par ailleurs, nous considérons
aussi une subdivision de la frontiére I', c’est-&-dire I';, I'; et I' tels que I' =Ty U, UT'3, I NI =
0,1 # j telle que I'1,T'5, '3 sont mesurables et mesT'; > 0. Pour les conditions électriques nous

considérons une deuxiéme partition I'y, et T'y telle que mesI'y, > 0. On définit 'espace de Sobolev

H(Q) par:

(1.2.36) HY Q) ={uec L*(Q)] oju € L*(Q),i = 1,2}.

Par la suite Pespace H!(Q) est un espace de Hilbert muni par le produit scalaire
(1.2.37) <u,v >pue)=< u,v >r2q) + < diu,0;v >r2q)

et de la norme

(1.2.38) H“”%{l(sz) =<u,u >giaq) -

Soient V' et W deux espaces fonctionnels définit par

(1.2.39) V={ve H(Q)|v=0 sur '}
et
(1.2.40) W={ypecH(Q)]p=0 sur Ty}

L’égalité v = 0 sur I'y respectivement ¢ = 0 sur I'y est prise au sens des traces. Puisque 'opérateur

trace est linéaire et continu, il est aisé de voir que ’espace V est un sous espace fermé de I'espace de
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Sobolev H!(£2); et alors, V est un espace de Hilbert avec le produit scalaire < -,- > H (e et la norme
associée || - || g1(q). Il en est de méme pour 'espace W.
Il est facile de remarquer que les deux espaces V et W sont des espaces de Hilbert muni par les

produits scalaires suivants :

(1.2.41) <u,v >V:/Vu~Vvd:c YV u,v eV,
Q

et

(1.2.42) <@, >W:/V@~Vz/zdx YV oo, eW.
Q

Inégalité de Friedrichs-Poincaré

Théoréme 1.2.1. Soit V un espace de Hilbert définit par (1.2.39) muni par le produit scalaire
(I1.1.41), ot V représente 'opérateur gradient, c’est-a-dire Vu = (0;u). Alors, il existe une constante

c(Q2) > 0 telle que

(1243) HU”Hl(Q) < C(Q) ||VU||(L2(Q))2 VoveV.

Formule de Green
Théoréme 1.2.2. Soit 7 un élément dans H*(Q)2. Alors

(1.2.44) /T-VU dm+/di07vdx:/7'~uvda Y v e HY(Q).
Q Q r

Pour étudier les problémes antiplans piézoélectriques, il est utile de définir le produit sclaire et la

norme sur l’espace produit X. Soit X =V x W l'espace produit de deux espaces V et W défini par

(1.2.45) X={z=(v,v) telque v eV et p € W}

On définit le produit scalaire que 'on note < -,- >x et la norme associée notée par || - || x comme suit
(1.2.46) <zy>x=<uw >y + <>y V(ry €V xW,

(1.2.47) 1% =< @2 >%= (lull¥ + [v])-

Nous remarquons que 'espace X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (1.2.46).
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2.3 Conditions aux limites avec frottement

Nous tournons maintenant vers la description des diverses conditions sur la surface de contact.
Pour les d’écrires nous dénotons par u, et u, la composante normale et la composante tangentielle

du champ des déplacements u sur le bord sont données par

Uy, =u-V,
(1.2.48)

Uy = U — Uy V.

Nous tenons compte du contexte antiplan dans lequel

(I 2 49) u= (0’O7u(x17$27t))
2. u = u(zy,22,t) : Q x [0,7] — IR,
(1.2.50) v = (11.12.0)

ou v représente le vecteur unitaire normale sur I' x (0,7). Par la suite nous déduisons que

(I.2.51) u, =0 dans T's x (0,T)
et
(1.2.52) uy, = (0,0,u).

L’égalité u,, = 0 nous montre que le contact est bilatéral, c’est-a-dire il n’existe pas une séparation
entre le corp et la fondation durant le procesus. Ensuite, nous rappelons que la composante normale

0, et la composante tangentielle o, du champ des contraintes o sont données par

(1.2.53) { ov=lov) v,

o, =0V —0, V.

Par conséquent, le champ des contraintes

0 0 013
(1254) g = 0 0 023

013 023 0

nous obtenons

o, =0,
(1.2.55) {

o, =o0ovV.
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La premiére égalité dans (I.2.55) nous montre que la contrainte normale est nulle sur la région de
contact durant le processus; alors, le vecteur de Cauchy ov sera réduit a la composante tangentielle

o et ceci d’aprés la deuxiéme égalité dans (1.2.55). En utilisant maintenant (I1.2.55) pour voir que

(1.2.56) o = (0,0,u0, + edyp),

dans le cas ou la loi constitutive est électro-élastique on a

0 0 Hu,1 t+epn
(1.2.57) o= 0 0 U2 + ep o
pug+epr pug+epo 0

Par ailleurs, dans le cas ou la loi constitutive est électro-viscoélastique, le champ des contraintes

o est le champ des déplacements électrique D sont donnés par

0 0 O + pus + ep eu — B
o= 0 0 0l + pug +ep o , D= eus — By
pug +epn pug +epo 0 0

En utilisant (I.2.55) pour obtenir

(1.2.58) o, = (0,0,00, 0 + pdyu + edyp).

Avec ces préliminaires nous pouvons décrire les conditions principales sans frottement utilisées
dans la partie IT de ce mémoire. Tout d’abord, nous employons (1.2.49), (1.2.52) et (1.2.54) pour voir

que la loi de Coulomb se réduit aux relations scalaires suivantes :

lndyu + edyp| < g,

(1.2.59) U
1o,u + ed,p = —gm si w#0

dans le cas d’un matériel électro-viscoélastique on a

60,0 + po,u + edyp| < g,

(1.2.60) U
00,0 + ud,u+ ed,p = — gﬂ si u#0.
U
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Nous rappelons que la fonction g dans (1.2.59) et (1.2.60) est appelée seuil de frottement, et elle

peut dépendre des variables des processus. La cas ou

(1.2.61) 9=g(z)

correspond & la loi de frottement de Tresca non homogéne (1.2.59); aussi, en employant (1.2.49) nous

voyons que la loi de frottement (1.1.32) est caractérisée par ’égalité

(1.2.62) 9= g(@,|u(zt)])

et le taux de glissement de la loi de frottement (I.1.33) est caractérisée par

Pégalité

(1.2.63) g9 = g(=z,|iu(z,1)]).

Aprés, nous employons encore les égalités (1.2.53), (1.2.54) et (1.2.55) pour voir que, dans le contexte
antiplan piézoélectrique, la loi régularisée (I.1.34) de frottement dans pour un matériel électro-

élastique réduit aux relation scalaires suivantes

U

(I1.2.64) 1o, u+ed,p = —g

dans le cas d’un matériel électro-viscoélastique ,

U
\/d2+p2

En outre, la loi de frottement puissance (1.1.35) pour un matériel électro-élastique se réduit aux

(1.2.65) 00,1+ pdy u+ pdyp = —g

relation scalaires suivantes :

0
—glu|P~tu si u#0

(1.2.66) (LOpu + €dyp) = {

dans le cas d’un matérial électro-viscoélastique on a

0
1.2.67 00,1 + pd, u + ed,p) =
( ) ( : ?) { —gluP~ta si u#0.
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Nous notons également que les conditions de frottement ci-dessus sont formulées dans le cas d’évo-
lution. Le cas statique peut également étre considéré en remplacant la vitesse par le déplacement
dans les formules correspondantes. Pour donner quelques exemples, nous voyons que la version sta-

tique de (1.2.60) dans le cas élastique est donnée par

|Mal/ u+eau‘»0| < g,

1.2.68
( ) u&,u—ke@wpz—gﬁ si u#0

dans le cas d’'un matérial électro-viscoélastique on a

00,1 + 10y, u+ edyp| < g,

00,1 + 10, u+ ed,p :—gﬁj—‘ si wu#0.

La version statique de (1.2.64) est donnée par

u

(1.2.69) uo,u + edyp = —g

et la version statique de (I1.2.66) est donnée par

0

—glu|P~tu si u#0.

(1.2.70) (b, u + ed, ) = {

Les égalités (1.2.68), (1.2.69) et (1.2.70) sont satisfaites sur I's. Nous notons que la version statique
des lois de frottement devrait étre vue comme un modéle approché, valable dans le cas d’un processus
de chargement monotone.

Nous introduisons ces lois de frottement cas par cas dans la seconde partie de cette thése pour
étudier les problémes statiques et quasistatiques avec frottement de Tresca, ainsi que les problémes
statiques et quasistatiques avec frottement régularisés; dans lequel on remplace la loi de frottement

de Tresca par ses versions régularisées.
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Partie 11

Analyse des modéles

Dans cette partie, nous présentons la formulation variationnelle des problémes électro-élastiques
et électro-viscoélastiques, qui sont traités cas par cas, suivant la loi de frottement. Puis, nous présen-
tons des résultats d’existence et d’unicité de la solution. Cette partie est constituée de deux chapitres.

Le premier chapitre comporte six sections.

Dans la premiére section, on considére un probléme statique avec frottement de Tresca. Nous
présentons une formulation variationnelle du probléme pour laquelle, nous démontrons un résultat
d’existence et d’unicité de la solution. La seconde section est destinée & 1’étude d’un probléme statique
avec frottement régularisé dans lequel on remplace la loi de frottement de Tresca par ses versions
régularisées. La formulation variationnelle de ce probléme peut étre dérivée en utilisant les mémes
arguments et hypothéses utilisées dans la premiére section. Nous démontrons un résultat d’existence
et d’unicité de la solution et nous montrons que la suite des solutions faibles converge vers la solution
du probléme posé dans la premiére section, quand le paramétre de régularisation p tend vers zéro.
Dans la troisiéme et la quatriéme section, nous procédons de la méme maniére que dans la premiére
et deuxiéme section, et ce, pour le probléme statique avec frottement de type puissance et le probléme
statique avec frottement et le probléme statique avec frottement dépendant du glissement. Finalement,
nous aboutissons a la cingiéme et la sixiéme section du premier chapitre. Nous y étudions un probléme
quasistatique avec frottement de Tresca et en paralléle un probléme quasistatique avec frottement
régularisé. Nous présentons la formulation variationnelle du probléme qui est un systéme couplé d’une
inéquation variationnelle d’evolution pour le champ des déplacements avec une équation variationnelle
dépendant du temps pour le potentiel électrique. Puis, nous prouvons l'existence et 'unicité de la
solution faible pour ce modéle. La rédaction de cette section s’inspire de Uarticle [43].

Le second chapitre est composé de trois sections.

Dans la premiére section, on considére un probléme électro-viscoélastique avec frottement de
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Tresca. Nous dérivons une formulation variationnelle du probléme posé pour lequel nous présentons
deux méthodes différentes qui nous permettent de démontrer ’existence et 'unicité de la solution. Le
seconde section est dédiée a 1’étude d’un probléme électro-viscoélastique avec frottement régularisé.
Nous présentons aussi une formulation variationnelle de ce modéle qui est sous la forme d’un systéme
couplé du premier ordre, consistant d’une inéquation variationelle d’evolution pour le champ des
déplacements et d’une équation variationnelle dépendant du temps pour le potentiel électrique. Puis,
nous prouvons l’existence et I'unicité de la solution faible pour ce modéle. La démonstration est basée
sur les arguments des inéquations variationnelles d’evolution et de point fixe. La rédaction de cette

section s’inspire de Uarticle [44].
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CHAPITRE 1

PROBLEMES ELECTRO-ELASTIQUES

Dans ce chapitre nous considérons des problémes antiplans de contact avec frottement pour les
matériaux électro-élastiques. Dans ce qui suit et partout dans ce chapitre nous utilisons I’espace V' et
W avec le produit scalaire scalaire < -,- >y et < -, >y et la norme associée || - ||y et respectivement

- llw

1.1 Probléme statique avec frottement de Tresca

Nous considérons dans cette section le probléme antiplan piézoélectrique avec frottement modélisé

par la loi de “ Tresca “. Le modéle classique de ce processus est le suivant :

Probléme (PYV-T). Trouver le champ des déplacements u : Q — IR et le potentiel électrique

w:Q — IR tel que

(I1.1.1) div(pVu) + div(eVy) + fo=0 dans Q,
(I1.1.2) div(eVu) — div(BVy) = qo  dans €,
(I1.1.3) u=0 sur  I'y,

(I1.1.4) uo,u+ ed,p = fo sur T,

lndy,u +ed,p| < g,

II.1.5
( ) 1o,u + ed,p = —g‘—u| si u#0 sur Tg,
u
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(IL.1.6) =0 sur Ty,

(I1.1.7) ed,u — B0, = ¢ sur Ty

Nous notons que (II.1.1) et (II.1.2) représentent les équations d’équilibre, (II.1.3) représente la
condition aux limites pour le champ de déplacement, (II.1.4) représente la condition aux limites de
traction, (II.1.5) représente la version statique de la loi de frottement de Tresca, (I1.1.6) la condition
aux limites pour le potentiel électrique et (I1.1.7) représente la condition aux limites pour les charges
électriques.

Nous passons maintenant & la construction de la formulation variationnelle du probléme (P{-V-T).
A cet effet nous supposons dans ce qui suit que les forces volumiques de densité fy et les tractions

surfaciques de densité fy ont la régularité

(ILL8) fo e L2(Q) et f2 e LA(Ty).

Nous supposons également que les coefficients de Lamé u et le seuil de frottement g staisfaitent ce

qui suit :
(I1.1.9) nweL>®(Q) etilexiste pu* >0 tel que p(x)>p* pp. x e,
(I1.1.10) ge L*(Ts3) et g(x) >0 pp. xeTls.

Les densités des charges électriques satisfont :

(IT.1.11) q € L*(),

(I1.1.12) g2 € L2(Ty) et g =0 p.p. xcTy.

Cette derniére condition résulte du fait que la base est un corp isolateur, donc aucune charge électrique

ne traverse pas la surface de contact I's C I',.

.....

(I1.1.13) B € L>=(Q) et il existe 5% > 0 tel que B(x) > 5% p.p. ¢ € Q,

(I1.1.14) e € L™(9).

Nous tournons maintenant vers la formulation variationnelle du probléme (P{V'T), et pour cela

nous introduisons 'espace X = V x W défini par (1.2.45) ot V et W sont définis par (1.2.39) et
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respectivement (1.2.40). Nous supposons que le probléme antiplan de contact piézoélectrique (P{-V-T)
admet une solution (u,p) réguliére, et soit (v,1)) € X. Nous multiplions ’équation (II.1.1) par I’élement
(v—u) € V, de méme pour 'équation (II.1.2) par ’élement ¢ € W puis nous intégrons sur 2 et nous

tenons compte de la formule de Green (1.2.44); nous avons alors pour tout v € V' et pour tout » € W

/ uVuV (v —u)dr + / eVeV(v —u)dr =
Q Q

(I1.1.15) /Q folv —u)dzx + /F(,uayu + edyp)(v —u)da,

(I1.1.16) / BV oVipdr — / eVuViydr = /(eﬁyu — BO,p)vda — / qodz.
Q Q r Q
D’aprés la loi de frottement (II.1.5) nous pouvons remarquer que
—(udyu + edyp)u = glul sur T's,
et donc, en tenant compte du fait que
zy > —|x[y]

nous avons

(uOpu + edyp) (v — u) > glu| — g|v| sur  Ts.

Par intégration sur la frontiére I's nous obtenons
(I1.1.17) / (uoyu + edyp)(v — u)da > / (glu| — g|v|)da.
s I's
De plus il est facile de remarquer que [i.(1d,u+ed,p)(v—u)da peut se diviser en trois intégrales;
sur la forntiére I'y 'intégrale précédente vaut zéro car v = 0 et v = 0; sur la frontiére I'y 'intégrale
ci-dessus vaut fF3 f2(v — u)da et ceci d’aprés la condition (II.1.4); et sur I's, 'intégrale est majorée

par la valeur st (g9lu| — glv])da d’aprés la condition (II.1.17). Par conséquent, en utilisant (II1.1.15)

on obtient
/ uVuV (v — u)dz +/ eVeV (v — u)dx —|—/ glv|da — / glulda >
Q Q 3 s
(I1.1.18) / folv—u)de + [ fa(v—u)da.
Q Iy

D’autre part, U'intégrale sur I' dans le second membre de la relation (II.1.16) peut subdiviser en
deux parties; sur I'y elle vaut zéro car u € V et ¢ € W, par contre sur la forntiére I'y cette intégrale

vaut be gatbda et ceci d’aprés (11.1.7); en conclusion

[ (€t =go,epida = | arida.

Ty
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De la méme maniére on procéde pour I’égalité (I1.1.16), c’est-a-dire, on combine la derniére égalité

avec (I1.1.16) pour obtenir

(I1.1.19) / BV oVipdr — / eVuViydr = / q2pda — / qopdz.
Q Q r, Q
Pour tout u,v € H'(2), nous définissons les formes bilinéaires suivantes
ap(uw) = [, nVuVode,
(I1.1.20) ae(uw) = [, eVuVudz,
ag(uw) = [, BVuVuda.

Donc, en général, nous définissons la forme bilinéaire a,(-,-) par
(I1.1.21) a(uw) = / 2VuVudr Vze L¥(Q); uwe HY(Q).
Q
Soit la fonctionnelle j(-) : V — IR définie par

(I1.1.22) jlv) = / glvlda Yv e V.
I's

D’aprés 'hypothése (I1.1.10) il est facile de voir que les intégrales dans (I1.1.21)-(I1.1.22) sont
bien définies. Par la suite, nous utilisons (II.1.8) et le Théoréme de représentation de Riesz (II1.1.1);
on peut alors définir un élément f € V par I’égalité
(11.1.23) < fouo>y= favda +/ Sfovdz Yv e V.

I, Q

De la méme fagon, d’aprés (I1.1.11)-(I1.1.12) et le Théoréme de représentation de Riesz (II1.1.1), on
peut définir un élément g € W par 1’égalité

(I1.1.24) < qp >w= / qapda — / qodx Yy € W.
I'y Q

Avec les relations (11.2.20)-(11.1.24) dans (I1.1.18)-(I1.1.19) il suit que la formulation variationnelle

I.v.T
Pl

du probléme antiplan de contact piézoélectrique ( ), que l'on note probleme (PL-V'T), est la

suivante :

Probléme (PYV'T). Trouver le champ des déplacements u : Q — IR et le potentiel électrique

p:Q — IR tel que

(I1.1.25) a (uv —u) +ac(pv—u)+jw) —jlu) > <fuo—u>y Yvev,

(IL.1.26) as(o) — ac(udh) =< g >w  Vib € W.
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Soient maintenant la forme bilinénaire a(:,-) : X x X — IR, la fonctionnelle J(-) : X — IR et

I’élément F' définies par

(IL.1.27) a(z,y) = ap(u,w) + ag(p,) — ac(u,) + ac(e,)

Vo= (up) € X, Vy=(v9) € X,

(I1.1.28) J(x) =j(u) Vo= (up)ecX,

(11.1.29) F=(fq) €X.

On utilise maintenant les notations (11.1.27)-(11.1.29) dans le probléme électro-élastique avec

frottement (P{-V"T) pour construire le probléme suivant :
Probléme (PYET).  Trouver z € X tel que

(I1.1.30) alzy—x)+J(y)—J(x) > <Fy—z>x Yy € X.

Le rapport entre les problémes (PLYT) et (PLV'T) est donné par le résultat suivant :

Théoréme II.1.1. Le probleme (PLYT) est équivalent au probleme (PLV-T).
Démonstration.
e Montrons que le probléeme (P{V"") implique le probléme (PLYT) :
Nous supposons que (u,p) est solution du probléme (PLV-T). Nous remplagons dans (II.1.26)
lélément ¢ par ’élément (1) — @) et nous faisons la somme avec (I1.1.25) nous obtenons comme

résultat

a/L(u’?U - U) + ae(go,v - u) + a’ﬂ(@ﬂ/} - Qﬁ) - ae(U,¢ - 90) +

+j(U)—j(U) Z < f,U—U>V + <Q7’(/}_<)0>W .
En utilisant maintenant les notations précédentes on obtient, pour tout v € W et y € X,
alzy—x)+J(y)—J(x) > <Fy—2x>x.

Donc, il résulte que (PLV-T) implique (PLET).
e Montrons par la suite que le probléeme (P{-%T) implique le probléme (PLV-T).
Nous supposons que z = (u,y) est solution de (I1.1.30) et en méme temps nous remplagons af.,.)

par (I1.1.27), < Fly — x >x par (I1.1.29) et la fonctionnelle J(.) par (II.1.28); nous obtenons pour
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tout (v,) € X

au(u,v - u) + ae(@zw - QO) + a‘ﬁ(uﬂp - QO) +
+j(v) —jlu) > < fo—u>yv+<gp—¢>w.

Nous testons dans l'inégalité précédente avec 1 = ¢ pour obtenir (I1.1.25). Puis, nous prenons v = u

dans la méme inégalité pour obtenir ¥ — ¢ = ¢ £ — ¢ = £ nous obtenons pour tout ¢y € W

ag(p, ) —ac(u, £¢) > (g, £ ),

ce qui donne (I1.1.26). Il en résulte que le probléme (PLYT) implique le probléme (PLV'T), ce qui

achéve la démonstration. O

Théoréme I1.1.2. Supposons que les hypothéses (11.1.8)-(11.1.14) sont satisfaites. Alors le probléme

(PLET ) posséde une et seule solution x = (u,p) € X.

Démonstration. En tenant compte de (I1.2.91) nous obtenons que la forme bilinéaire af(.,.) définie

par (II.1.27) satisfait :
la(z,y)] < (Il (o) + 18]l @) + 2lell = e))llzllx - lyllx  Voy e X,

c’est-a-dire elle est continue. Il suit que af.,.) est elliptique car

a(zx) > p*llull + 5 llelll Ve e X,
ce qui donne

a(z,x) = min(u*,6°) ([ulli + leliy) Vo e X,

et alors

a(z,x) > min(p*,B8%)||z|% Vo€ X.

En conclusion
(I1.1.31) la(@y)l < (lullzee @) + 18l =) + 2llell=@)lzllx - lyllx Yoy € X,
- a(z,z) > min(u*,87) ||} Ve € X.

Nous utilisons ’hypothése (I1.1.10) pour obtenir
(I1.1.32) J(x) = j(u) < cllullLz(ry) S cllullv < cflzflx VzeX

ou ¢ > 0 dépend de g; il en résulte que la fonctionnelle J définie par (I1.1.28) est une semi-norme
continue sur X, ce qui implique qu’elle est convexe et semi-continue inférieurement et, en utilisant le
Theéoréme (I11.1.21) il résulte que le probléeme (Pl:%T) posséde une solution unique = = (u,p) € X.
En couplant les Théorémes (I1.1.1) et (I1.1.2), il résulte que le probléme (P{-V*T) posséde une solution
unique (u,p) € X. Cette solution peut-étre interprété comme solution faible du probléme de contact

électro-élastique (PLV°T). ’
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1.2 Probléme statique avec frottement régularisé

Nous étudions maintenant le probléme dans le cas ou la loi de frottement de Tresca définie
par (I1.1.5) sera remplacée par ses versions régularisées. Nous commengons ’étude en considérant le

probléme suivant :

Probléme (PIZ',‘[,/'R). Trouver le champ des déplacements u, : Q@ — IR et le potentiel électrique

wp 0 — IR tel que

(I1.1.33) div(pVu,) + div(eVe,) + fo=0 dans Q,
(I1.1.34) div(eVu,) — div(BVe,) =qp dans Q,
(I1.1.35) u, =0 sur I}y,

(11.1.36) uoyu, +edppp, = fo  sur  Tg,
(I1.1.37) uoyu, + €0y, = —QL sur T's,
(I1.1.38) v, =0 sur T4,

(I1.1.39) edyu, — BOypp =q2  sur Ty

Les équations et les conditions aux limites utilisées dans le probléme électrostatique avec frotte-
ment (Py ) ont les mémes formes que celles utilisées dans le probleme (P/V"T). La seule différence
résulte ici le fait que la loi de frottement de Tresca définie par (I1.1.5) est remplagée par une version
régularisée (I1.1.37) ou p est un paramétre de régularisation.

Nous notons ici que u, et ¢, sont les deux inconnues souhaitées a chercher. La formulation
variationnelle du probléme antiplan de contact piézoélectrique (PZ{'IY ‘) peut étre dérivée en utilisant
les mémes arguments et les hypothéses utilisées pour dériver la formulation variationnelle du probléme

(P{-V'T); plus précisement, nous avons pour tout (v,) € X,
/ uVu,V(v —u,)de + / eVo,V(v —u,)dr =
Q Q

(I1.1.40) /Q fo(v —up)dz + /F(/u?l,up +edyp,)(v—u,)da,
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et

(11.1.41) /QﬁV<ppV1/)d:U—/QeVupvwdac:/F(ea,,up—ﬁ(“),,gpp)wda—/ﬂqol/}dx.

Calculons tout d’abord la derniére intégrale du second membre de (I1.1.40). Pour ce fait nous
partageons cette derniére sur trois parties; sur I'; l'intégrale vaut zéro car v € V de méme pour
u, € V; sur la frontiére I'y I'intégrale vaut fF2 f2(v — up)da; et sur la derniére fontiére I's I'intégrale
sera estimée par la maniére suivante :

Il est facile de voir que
(u, —v)* = ui +v? —2u,w >0 pour tout wu,w €V,
ce qui donne
(ui +v?) > 2u,0%
Nous rajoutons (p* + uZv?) au deux cotés de I'inégalité précédente nous avons alors

(IL1.42) (02 +u2).(p* +v7) > (0% + up0)?,

et donc
upv </ p? v/ p? 4 ud —

Nous rajoutons le terme u? au deux cotés de I'inégalité ci-dessus et nous multiplions par —g nous

P
obtenons

(I1.1.43) —g.u,(v—u,) > g(p? +u — gV p? + vt/ p? +ul

Nous divisons les deux cotés de cette derniére par 4/p2? + u% et donc

(11.1.44) —QL(U —up) = gy/ P +ui — g/ p*+ 02
VPPt

Le terme a gauche de l'inégalité précédente n’est que la "loi de frottement" définie par (11.1.37)

et par la suite I'intégrale sur la frontiére I's devient

I1.1.45 / woyu, +edyp)(v—u daz/ g p2—|—u2da—/ gv/ p? + v3da.
( ) F3( P )(v = up) Y : LY

Posons

(11.1.46) Jp(v) = / g(Vp?+v2—pHda Vv eV.
s

Nous remplagons (I1.1.46) dans (I1.1.40) nous obtenons pour tout v € V
/ pVu, V(v —u,)de + / eVoV(v — u,)ds +
Q

(11.1.47) +ip(up) — / fo(v —wu,)dz —|—/ favda.
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Nous revenons a I’équation (I1.1.41) pour calculer la valeur de l'intégrale

/F(e&,up — Bo,p)da.

On procéde de la méme fagon, c’est-a-dire, on subdivise I'intégrale en deux parties; sur la frontiére
I, intégrale vaut zéro d’apreés la condition (I1.1.38) et sur la fontiére I', l'intégrale vaut g d’aprés

la condition (II.1.39), par conclusion 1’égalité (II.1.41) prend la forme

(11.1.48) /QBVgopvwdx—/QeVupvwdx:/r qgwda—/gqol/)dx Yy € W.

Nous utilisons les relations dans (I1.2.20) dans les relations (I1.1.47) et (I1.1.48) pour obtenir le

probléme suivant :

Probléme (P{',‘;'R). Trouver (u,,p,) € X tel que

(I1.1.49) au(Up,v — Up) + ac(pp,v —upy) +j(v) —j(u,) > < fo—u,> Yovev,

(I1.1.50) ag(@p ) — ae(up,¥) =< ¢, >w Vb € W.

Soit maintenant la fonctionnelle J, : X — IR définie par
Jo(x) = jp(u) Vo= (uyp) e X.

Nous utilisons les relations (II1.1.27)-(I1.1.29) dans (I1.1.49)-(I1.1.50) pour obtenir le probléme

suivant :

Probléme (P{,‘é%) Trouver x, € X tel que

(I1.1.51) a(zpy —xp) +J,(y) — Jp(xy) > < Fy—z,>x Yy € X.

Nour étudions par la suite I'existence et 'unicité de la solution du probléme (P‘fv(‘;/f) et, nous

établissons un résultat de convergence.

Théoréme I1.1.3. Supposons que (11.1.8)-(I1.1.14) sont satisfaites. Alors pour tout p > 0, le
probléme (Pé'c‘;/f admet une et seule solution x, = (uyp,) € X. De plus, la suite (x,),>0 =

(Upy0p) p>0 converge vers la solution x = (u,p) du probleme (PLYT) lorsque p tendre vers 0.

Pour démontrer le Théoréme (I1.1.3) nous avons besoin du Lemme suivant.
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Lemme I1.1.4. Supposons que (I1.1.10) est satisfaite. Alors:

(1) Pour tout p > 0, la fonctionnelle J, définie par (11.1.28) et (I1.1.46) est conveze et Gateaux
différentiable.

(2) Pour tout p > 0, inégalité suivante est vérifiée :

(IL1.52) Towp) = 2o(w) = p | gda

Démonstration.
1) Soit p > 0 et notons que, J,(.) est une fonctionnelle convexe. De plus, pour tout x = (u,p) € X
P p ¥

et y = (v,10) € X et soit t # 0 et tenons compte de (II.1.28) on a, pour tout z,y € X

Jo(@p +ty) — Jo(@p) _ Jp(up +tv) —jp(u,) _ g V{uF )2+ p? = Ju? + p? da
t t - t

Nous notons que lorsque ¢ — 0, la convergence suivante est satisfaite:

)2 + 2 — 21 2
g¢(u+ V22—V uR+p g ™ e Ty

t /u2 + p2
| \/(u+tv)2+p2—\/u2+p2|<| (u + tv)? — u? |
g > |9
t VU + )2+ p% + /u? + p?
Pour ¢ suffisamment petit on obtient:

V0u+t)2 + p2 — \Ju2 + p?
t

et donc

lg

1
= g gl g Cllellxllvllx + lol%)-

On sait que ||ullx < ||z|lx et |[[v]|x < |ly|]|x et alors on obtient

V(uw+t0)2 + p2 — Jfu? + p2
t

lg

1
< g gl ey Clzlx lyllx + ol

Donc en utilisant le Théoréme de Lebesgue nous déduisons que:

(I.1.53) Jp(p +ty) = Jo(xp) _ Jplup +1v) = jp(up) _ P
t t N -
p.p. sur Is.

Considérons la fonctionnelle

v — da pour tout veV.

uv
g

Ts u? + P2

Il est claire que cette derniére application est linéaire sur V, et de (I1.1.6) et la définition (IT1.1.11)

nous déduisons que j,(.) est Gateaux différentiable; nous tenons compte de (II.1.28) et nous concluons

que la fonctionnelle J,(.) est Gateaux différentiable et, de plus, on a

(Vip(u),v) da Yuw eV,

uv
v = 99—
rs \u?+ p?

a0
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et alors
(VJP(SU)?y)X = (VJp(U)7U)V Vo = (’UHQP) € va = (Uﬂp) € X.

Il suit de cette égalité que
|ul-Jv]

v i+ P

(VJp(2)y)x < da,

Par la suite on obtient:

(V@) )x < / glvlda < [lgll o o 0]l 2o

s

Nous tenons compte de (I1.1.32) on obtient:
(VJp(@)y)x < collgllo=(rsllyllx  Voy e X.
Nous prenons y = V.J,(x) dans l'inégalité précédente, on obtient :
IVJp(2)llx < collglirzrs) Vo€ X.

Ce qui conclue la démonstration de la premiére partie du Lemme (I1.1.4).

(2) Nous notons pour tout y = (v,10) € X l'inégalité suivante est vérifiée:

W+ —p—[oll = p+ o] =@+ ) <p pp. sur Ty,
ce qui implique
(I1.1.54) / IV (v2 4+ p?) —p —|v||da < / pgda.
I's s

D’un autre coté, en utilisant la définition de j,(.) et j(.) nous obtenons :

(I11.55) in(0) = 30)1 < [ V) = p=loljda

|
3
Nous tenons compte de (II.1.28) et (II.1.59) on obtient :
(I1.1.56) o) =) < [ pada.
3

Alors l'inégalité (I1.1.52) est satisfaite. O
Nous prouvons maintenant le Théoréme (I1.1.3).

Démonstration. L’unique solvabilité du probléme (Péc‘;f) suit du Théoréme (I11.1.3). En effet,
en tenant compte du Lemme (III.1.14), il suit que la fonctionnelle J, définie par (II.1.28) et (II.1.46)
est convexe et s.c.i. Egalement, nous déduisons de (II.1.52) et (II.1.57) que les fonctionnelles J, et j

satisfaitent la condition (III.1.36) sur V avec le choix:

F(p):p/ gda > 0.
s

o1



ANALYSE DES PROBLEMES ELECTRO-ELASTIQUES ET ELECTRO-VISCOELASTIQUES

Alors, la convergence de la suite (z,),>0 vers I'élement x est une équivalence du Théoréme (I11.1.22),

ce qui conclue la démonstration. O

Nous concluons d’aprés le Théoréme (I1.1.3) et (I1.1.4) que le probléme (P{-V-f) admet une

solution unique faible, qui converge vers la solution faible du probléme (P{-V"T) quand p — 0.

1.3 Probléme statique avec loi de frottement de type puissance

Nous présentons dans ce paragraphe un probléme similaire & (P{-V"T), la seule différence du fait
qu’ici, nous remplagons la version de frottement de type (II1.1.5) de Tresca par la loi de frottement
dite de type "puissance" qui est sous la forme

0
(1O, + €dyip,) = { w7ty si u, £ 0.

Par conséquent, le probléme que nous considérons ici est le suivant :

Probléme (Pé‘X'P). Trouver le champ des déplacements u, : 2 — IR et le potentiel électrique

©p 0 — IR tel que

(IL.1.57) div(uVu,) + div(eVe,) + fo =0 dans Q,
(I1.1.58) div(eVu,) — div(fVy,) =qo  dans Q,
(I1.1.59) u, =0 sur Iy,
(I1.1.60) noyu, +edypp, = fo  sur  Tg,
0
- ot c0rn) = { —glupP~tu, si w,#0 sur T,
(I1.1.62) v, =0 sur T4,
(11.1.63) edyu, — B0, 0, =q2  sur Ty

Nous commengons cette étude par la recherche d’une formulation variationnelle asociée au pro-
bleme (P4:)F). Pour cela nous conservons les mémes arguments et les mémes notations utilisées dans

I'étude du probléme (P{-V"T); nous obtenons alors pour tout v € V et pour tout ¢» € W on a

/ uVu,V(v —u,)de + / eVo,V(v —u,)dr =
Q Q

(I1.1.64) /Q fo(v —up)de + /F(uﬁl,up +edyp,) (v —up)da,
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(I1.1.65) ag(@p) — ae(upp) =< g9 >w .

Nous calculons lintégrale frg (10, u, + €0yp,)(v — up)da sur la frontiére I's par la maniére

suivante.
(I1.1.66) [upP " u, (v —u,) < u,|?.Jo] = |u,|P™ ¥p > 0.

Posons a = |v| et b = |u,| dans (II.1.66) pour obtenir

ottt

I1.1.67 pt1 - A B .
( ) |up‘ UP(U up) = o o1

Nous multiplions les deux cotés de 'inégalité précédente par —g et nous tenons compte de la loi de

frottement (II.1.61) et par intégration sur la frontiére I's nous avons

|up‘p+1 |U|p+1
11.1.68 / no,u, + ed,p)(v—u daZ/ g———da — g da
(I1.1.65) [ wou, + o0 - [ oo [ oM

Soit la fonctionnelle j,(.) : V' — IR définie par

1

= PES] glv|Ptda Vv e V.
s

(11.1.69) jp(v)

Nous remplagons maintenant (I1.1.69) dans (II.1.64) nous obtenons le probléme antiplan de

contact piézoélectrique suivant

Probléme (PyY,P). Trouver (u,,p,) € X tel que

(I1.1.70) ap(up,v —up) + ac(@p,v —up) +7,(v) — jpu,) > < fo—wu,> YovevV,

(IL1.71) aﬁ(¢p’¢) - ae(upvw) =<qp>w VY eW

Il es facile de remarquer que le probleme (PyV;F) est équivalant au probéme (Py&Y) défini
ci-dessus. Nous remplagons les relations (I1.1.27)-(I1.1.29) dans (II1.1.70)-(I1.1.71) nous obtenons le

probléme antiplan de contact piézoélectrique suivant

Probléme (P{,‘é};) Trouver x, = (up,p,) € X tel que

(I1.1.72) a(xpy —x,) + Jp(y) — Jp(z,) > < Fy—z,>x Vy € X.

On a les résultats de convergences suivants:
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Théoréme I1.1.5. Supposons que (I1.1.8)-(I1.1.14) sont vérifiées. Alors pour tout p €]0,1] le pro-

bleme (P‘I/gf admet une et seule solution x, = (u,,p,) € X. De plus la suite (2,) >0 = (Up,@p)p>0

converge vers la solution x = (u,$) du probleme (PLYT), c’est-a-dire

(I1.1.73) z, = (up,pp) =« = (up) dans X quand p — 0.

Démonstration. Soit p € (0,1] et, soit ¢, : IR — IR une fonction définie par

0 siv=0
(bp(v):{

lv|P~lv  siw #£0.

Nous utilisons le Théoréme de convergence de Lebesgue pour voir que:

thIr(l) ]P(Z‘P + yt> ]P(Z‘P) — thH(l) ]P(U/P + ’Ut) jﬂ(up) — / g(bp(u)vda vuﬂ} c V,
— — I's

et alors, puisque I'application

v — 99, (u)vda
s

est linéaire et continue sur V, nous déduisons que j, est Gateaux différentiable et donc, J, I’est aussi.

De plus, on a

(VM@MXZW%MWW:AQQWWM Ve € X.

Puisque la fonctionnelle J,(.) est convexe, nous déduisons d’aprés le Théoréme (II1.1.9) la fonc-
tionnelle J,(.) définie par (II.1.69) est s.c.i, et alors, l'existence et l'unicité de la solution dans le
théroéme (II.1.5) est une conséquence du théroéme (II1.1.21), le probléme posé admet une solution
donc unique (up,pp).

Nous tournons maintenant la convergence de la suite (u,,9,),>0 vers (u,p) solution du probléme
(PLET). A cet effet; on voit que la fonctionnelle J,(.) satisfaite la condition (II1.1.37) sur X. Notons
que I'ypothése (II.1.10) implique que J,(y) = j,(v) > 0, pour tout v € V et, puisque J,(0x) =
Jp(0y) = 0, nous concluons que J,(.) satisfait la condition (III.1.36).

Notons également que pour tout y = (v,%)) € X on a:

1
——glv]P™ — g|v| p.p. sur T3 lorsque p — 0,
p+1

et donc
1
——glv]PTt <g(jv]*+1) VweV,
—alol” < g0 + 1)
ce qui nous montre que (3.18)(b) est satisfaite .
Finalement, pour prouver (3.18)(a), nous considérons une suite (y,),>0 = (v,,%,),>0 dans X tel

que y, — y dans X lorsque p — 0, c’est-a-dire, v, — v dans V et ¢, — ¢ dans W lorsque p — 0;
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nous utilisons l'inégalité de Young (II1.0.18) pour obtenir

1
Jo(y,) — Jo(y) = jp(v —jvzi/gv P da —
o (Up) = Jp(y) = Jp(vp) = Jp(v) PR A

1

I1.1.74 —
( ) p + 1 I

glv|Ptda Vv e V.

Aprés, nous notons que v, — v dans V implique que v, — v dans L?(T'3) et Y, — 1 dans W
implique ausi que ¥, — v dans L*(I'3), et alors, |¢,(v)| < [v|+1 p.p. sur I's, et en utilisant 'inégalité

de Cauchy-Schwarz nous obtenons que

(I1.1.75) lim [ g¢,(v)(v, —v)da = 0.
s

p—0

Nous combinons entre (I1.1.74) et (I1.1.75) pour voir que

lim inf (7, (vp) = o (v)) = 0,

P
c’est-a-dire
(11.1.76) lim inf(J, (yp) = J,(y)) 2 0.

D’autre part,rappelons que (3.18)(b) implique que
;ii%(jp(vp) = jp(”))v
et donc,

(I1.1.77) L (T, (yp) = Jo(y))-

Nous combinons entre (I1.1.76) et (II1.0.37) pour trouver que

lif)n ninf(J, (yo) = Jo(y) + Jo(v) = J(y)

ce qui montre que la fonctionnelle J, satisfait (II1.1.37), et alors, la convergence de (II.1.75) est une

conséquence du Théoréme (II1.1.22), ce qui conclue la démonstration. o

Nous remarquons que les problémes (PfV-R) et (Pgl '/Y “P) ont une solution unique faible, qui
converge vers la solution faible du probléme (P{-V-T) quand p — 0. Au dela de I'intérét mathématique
pour ce résultat, il est important de point de vue mécanique car on peut remarquer que la solution du
probléme de contact antiplan piézoélectrique avec la loi de Tresca peut approchée aussi étroitement
qu’on souhaite par la solution du probléme de contact antiplan avec la loi régularisée de frottement ou
avec la loi puissance de frottement, avec un paramétre suffisamment petit p. Ce résultat est également
important du point de vue numérique, depuis les fonctionnelles j, définies par (I1.1.46) et (II.1.69)
sont Gateaux différentiable et alors, en utilisant les arguments précédents, la résolution de 'inéquation
variationnelle (I1.1.49)-(I1.1.50) et (I1.1.70)-(II.1.71) implique la résolution d’une équation non-linéaire

dans ’espace X.
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1.4 Probléme statique avec frottement dépendant du glisse-
ment

Pour le genre des problémes considérés dans cette section, la condition de frottement est pré-
sentée avec une version statique de la loi de Coulomb dépendant du glissement. Cette loi est de la
forme (I1.2.63) dans laquelle le seuil de frottement dépendant de |u|, c’est-a-dire g = g(Ju|). Alors la

formulation variationnelle classique de ce genre des problémes statiques est comme suit

Probléme (PLV-PG). Trouver le champ des déplacements u : Q0 — IR et le potentiel électrique

p:Q — IR tel que

(I1.1.78) div(uVu) + div(eVe) + fo =0 dans €,
(I1.1.79) div(eVu) — div(BVy) = qo  dans Q,
(11.1.80) u=0 sur T}y,

(I1.1.81) nou+ed, o= fo  sur Ty

[udyu+ edyp| < g(lul),

11.1.82

( ) 1o, u + ed,p = —g(|u\)% si u#0 sur TIg,
(11.1.83) =0 sur Ty,

(11.1.84) edyu—Bo,p=q sur Ty.

Pour étudier ce probléme, nous gardons les mémes les hypotheéses (11.1.8)-(11.1.14) Nous supposons
aussi que la fonction g vérifiée les hypothéses suivantes
(@) g:T3xR— Ry
(b) Il existe L, > 0 tel que
(11.1.85) lg(x,m1) — g(@,r2)| < Lplry —re| Vri,re € R ppx € Ts;

(¢) L’application xv+—— g(x,r) est mesurable sur T's;

(d) L’application @« +—— g(x,0) est appartient a L*(T'3).

Nous utilisons la forme bilinéaire a(.,.) donnée par (I1.1.27), I'élément F' est donné par (I1.1.29).

Il est facile de voir que

(noyu + edyp)(v —u) = (Lo, u + edyp)v — (uo,u + ed,p)u,
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ce qui implique
(uOpu + edyp) (v —u) > —|udyu + edyp||v] — (Lo, u + edyp)u,

et donc
(1Oyu + €0y o) (v —u) = (g([ul)|v] = g(Jul)|u])-
Soit la fonctionnelle J(-) : X x X — IR définie par
(IT.1.86) Iew) = juw) = [ g(ublelda
s

Ve = (u,p) € X et Vy=(v) e X.

Nous notons que 'hypothése (I11.1.85) avec le seuil de frottement dépendant de |u|, c’est-a-dire g =
g(Ju]) implique que pour tout v € V, la fonction & — g(z,|v(x)|) est prolongeable dans L?(I'3) et
alors, l'intégrale (I11.1.86) est bien définie.

Nous utilisons les mémes arguments présentés dans la premiére section. Nous dérivons dans ce

P4[.V.DG)

qui suit la formulation variationnelle du probléme statique ( . Il es facile de remarquer que

PI.V.DG’

le probléme (P; ) est équivalant au probéme (PLY-PY) défini par

Probléme (PL%PC). Trouver x € X tel que

(I1.1.87) alzyy—xz)+ J(zy) — J(x,x) > (Fy—a)x Yy € X.

Nous concluons que la formulation variationnelle du probléme statique avec frottement dépendant
du glissement est donnée par une inéquation quasivariationnelle elliptique et alors, nous tournons vers
les résultats présentés dans I’annexe pour résoudre ce probléme.

Notre premier résultat pour étudier ce probléme statique (P‘I/'C‘;/‘D &) est le suivant.

Théoréme I1.1.6. Nous supposons que (11.1.8)-(I1.1.14) et (I1.1.85) sont satisfaites. Alors il existe
une constante Lo qui est dépend de Q, I't, I's et p tel que si Ly < Lo, alors le probleme (P{;g'DG)

admet une et seule solution.

Démonstration. Pour tout n € X la fonctionnelle j(n,.) : V' — V est une seminorme continue,
et alors, elle est convexe et s.c.i. De plus si uj,us,v1,02 € V et nous tenons compte de (I11.1.86) et
(I1.1.85) pour obtenir

Jlur,v2) = j(vi,v2) + j(ug,v1) — j(uz,v2) = / (glu1| = gluz|)(Jva| — |v1]) da
I's

ce qui implique

J(ur,we) — j(v1,v2) + j(ug,v1) — j(ug,v2) < / Lgluy — uallvr — v2|da

3
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et donc

J(ur,v2) = j(vi,02) + j(ug,v1) — j(uz,v2) <

(11188) Lg||u1 — u2||L2(F3) H’Ul — U2|‘L2(I‘3)-

Puisque [|v||z2(r,) < collv]lv, I'inégalité (I1.1.88) devient

J(ur,v2) — j(v1,v2) + ju2,v1) — jug,vz) <

(IL.1.89) cgLgllur — usllv|for = valv .
Posons
(IT.1.90) L="% >0

€o

Il est claire que la constante Ly dépend effectivement du 2, I'y, I's et 1, et si Ly < Lo nous obtenons

ALy < p*; il suit de (I1.1.89) que la fonctionnelle j(.) satisfait la condition

Il existe a > 0 tel que
(I1.1.91)

3 (mm2) — 3 (1) 4 5(n2,01) = J(n2,02) < allm = n2llv[lvr — v2llv
V,m2,01,v2 € X,
avec o = c2.L, et de plus, il suit de (II.1.32) que la forme bilinéaire a(.,.) satisfaite la condition
(IT1.1.31) avec m = p*. Le Théoréme (II.1.5) résulte maintenant en utilisant le Théoréme (I11.1.23).

Nous prouvons maintenant l’existence d’une solution de I'inéquation quasivariationnelle (I11.1.87)

sans aucune hypothése de politesse pour L. O

Théoréme I1.1.7. Sous les hypothéses (I1.1.8)-(11.1.14) et (11.1.85) il existe une solution du pro-
bleme (I1.1.87).

Démonstration. Nous appliquons le Théoréme (IT1.1.24). Nous notons que la fonctionnnelle définie
par (11.1.86) satisfait la condition (II1.1.39). Soient maintenant les suites (1, )n>0 €t (Un)n>0 telles que
1, converge faiblement vers nn € V' et w,, converge faiblement vers u € V. Nous utilisons la propriété

de compacité de opérateur trace, 'hypothése (I1.1.85), et I'inégalité (I1.1.32) nous obtenons

(11.1.92) g(Inm]) — g(In]) dans L*(T's),

et donc

J(nw) — J(nw) Yv eV,

et
J(up,w) — J(u,).
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Ce qui montre que la fonctionnelle J(-) satisfait la condition (II1.1.42). Le Théoréme (I11.1.7) est

une conséquence du Théoréme (II1.1.24). o

Nous notons que le Théoréme (I1.1.24) peut utiliser pour prouver l'unicité de la solution du
probléme (I1.1.87) ainsi que la dépendance Lipschitzienne par rapport aux données, sous ’hypothése

de politesse du Théoréme (II.1.6). Prenant u; = v1 = u et ug = vo = v dans (I1.1.89) pour obtenir
(I1.1.93) G(uw) = j(uu) + j(vu) = j(v0) < GLgllu —vl|F,

et choisissant Ly, < Lo ou Ly est donné par (I1.1.90), par la suite, nous déduisons que la fonctionnelle j
satisfait (III.1.44). Nous concluons d’aprés le Théoréme (II1.1.24) que, si L, < Ly, alors la solution du
probléme statique avec frottement dépendant du glissement (Pé'g'D &) est unique, et sa dépendance

par rapport aux données f et ¢ est Lipschitzienne.

1.5 Probléme quasistatique avec frottement de Tresca

Dans cette section nous allons présenter une étude compléte pour une version des problémes
quasistatique avec frottement. Nous appliquons les résultats présentés dans les sections 1.2 et 1.3
pour démontrer 'existence et 1'unicité de la soultion faible du probléme posé a I’étude.

La version quasistatique du probléme est obtenue en utilisant une version évolutionnaire de la
loi de frottement de Tresca (1.2.55) au lieu de (II.1.5), et en rajoutant une condition initiale sur le

champ des déplacements. Ce genre de probléme peut se formuler comme suit.

Probléme (PERV'T). Trowver le champ des déplacements u : Q x [0,T] — IR et le potentiel
électrique ¢ : Q x [0,T] — IR tel que

(I1.1.94) div(pVu) + div(eV) + fo=0 dans § x [0,T],
(I1.1.95) div(eVu) — div(BVe) = qo  dans Q x [0,T],
(I1.1.96) u=0 sur Tyx][0T],

(IL.1.97) wOyu+edyp = fo sur Ty x [0,T],

|Mauu + 68,,<p| <9,

(11.1.98) i
uoLu + ed,p = —gm si u#0 sur T3x][0,T],

(I1.1.99) =0 sur T,x][0,T],
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(11.1.100) edyu— Lo, =qs sur Ty x[0,71],

(I1.1.101) w(0) =ug sur Qx][0,1].

Ici Pintervalle [0,7] représente le temps avec T' > 0. Pour étudier ce probléme quasistatique avec
frottement, nous suppsons que le coefficient de Lamé pu et le seuil de frottement g satisfaisant les
conditions (I1.1.10); de plus, les forces volumiques de densité fy et la traction surfacique de densité

f2 satisfaisant
(I1.1.102) fo € WH2(0,T; L3(Q) et fo € WH2(0,T; L*(Ty)),
et supposons que

(I1.1.103) 0 € L*(Q),

(I1.1.104) q2 € L2(I‘b) et g=0 pp xecly.

Nous utilisons les notations (11.2.20)-(II.1.21) pour la forme bilinéaire a(:,-), (I1I.1.22) pour la
fonctionnelle j, et de plus, nous utilisons le Théoréme de représentation de Riesz pour définir les

fonctions f: [0,7] — V et ¢ : [0,7] — W respectivement par les deux égalités

(I1.1.105) < f(B)w Sv= / fotwdz+ [ foltoda Yo eV, Ve [0.1],
Q s

et

(I1.1.106) <q)w>w= [ a(t)bde — / w(t)bda Vo €W, Vie[0,T].
Ty Q

11 suit de (I1.1.102), (11.2.20)-(11.1.21) et (I1.1.22) que les intégrales dans (11.1.105) et (I1.1.106)

sont bien définies, et de plus on a

(I1.1.107) fewht20,1;V) et qeWh20,T;W).
Finalement, nous supposons que le déplacement initial ug satisfait

(I1.1.108) a,(ug,v) + ac(po,v) +j(v) > < f(0),0 >v Yo eV,

(I1.1.109) ug €V,
ou g est 'unique élément dans W qui satisfait la condition initiale suivante:

(II.1.110) ag(po,¥) — ae(uo,p) =< q(0),3) >w Vi € W.
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La définition de ¢q résulte en utilisant le Lemme de Lax-Milgram.

La condition (II.1.110) représente une condition de compatibilité sur la donnée initiale qui est
nécessaire dans les problémes quasistatique.

En utilisant la formule de Green (I.2.44) ou on dérive forttement la formulation variationnelle

pour le probléme quasistatique avec frottement (P5I 'QV'T).
Probléme (P{‘,QV‘T). Trowver u: [0,T] — V et ¢ : [0,T] — W tel que
(ILL.111) ap (u(t),0 — (1)) + an(@(0)0 — (0)) + j(0) — J0(0) >< F(E)0 — (1) >v

Yo eV, pp. tel0,T],
(IL.1.112) ag(p(t), ) — ae(u(t) ) =< qt)p >w VP e W Vte[0,T],

u(0) = up.

Soit la forme bilinéaire a(-,-) définie par:

a(u,v) = au(u7v) + aﬁ(%?ﬁ) + ae(@av) - ae(uv'l/})
Yuw eV, YyeW.

11 est clair que la forme bilinéaire a(-,-) définie ci-dessus n’est pas symétrique. Par conséquent, vu
que la symétrie de la forme a(-,-) est nécessaire dans le Théoréme (I11.1.27), on ne peut pas utiliser
la méthode présentée dans les sections précédentes, qui était basée sur I’étude d’une inéquation
variationnelle sur Iespace produit X = V x W, gouvernée par la forme bilinéaire a(-,-). Donc pour
omettre cet obstacle on utilise d’autres techniques.

Nous avons le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Théoréme I1.1.8. On suppose que les relations (I11.1.8)-(11.1.14), (I1.1.102)-(11.1.104) et (II.1.107)-

(I1.1.109) sont vérifiées. Alors il existe une solution unique du probléme (P‘I,'QV'T) ayant la régularité

(I1.1.113) ue Wh2(0,T;V) et e WhH(0,T;W).

Un élément (u,¢) qui résout le probléme (P‘I/'QV‘T) est appelé solution faible du probléme quasista-
tique avec frottement (P; ‘QV'T). Nous concluons du Théoréme (I1.1.8) que le probléme quasistatique
avec frottement (P5I “@V-T) admet une solution faible. La démonstration du Théoréme (IL.1.8) se fait
en plusiéures étapes. Pour les présentées nous supposons que les relations (II.1.8)-(11.1.14), (I11.1.102)-
(I1.1.104) et (II.1.107)-(11.1.109) sont satisfaites. Dans la premiére étape nous allons construire un

probléme auxiliaire pour le champ des déplacements.
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Lemme I1.1.9. Soit (u,p) une solution du probléeme (P‘I,'QV'T) ayant la régularité (I1.1.118). Alors
il existe une forme bilinéaire notée a(-,") : VXV — IR qui est symétrique et V-elliptique ainsi qu’une

fonction f € WL2(0,T; V) telle que

(I1.1.114) a(u(t)w —u(t)) +j(v) — j(u(t)) > < f(t),v—u(t) >v
YoeV, pp. tel0,T],

(IL.1.115) u(0) = uo.

Par ailleurs, la condition initiale ug vérifiée

(I1.1.116) ug €V,
et
(I1.1.117) a(ug,w) +j(v) > <barf(0),v >y YveV.

Démonstration. Nous utilisons le Théoréme de représentation de Riesz pour définir les opérateurs

B:W-—WetC:V — W par:

(I1.1.118) < Boap >w=ag(p,) Yo e W,
et
(I1.1.119) < Cvp >w=ac(v,p) Yo e W, YveV.

Il résulte de (I1.1.118) que lopérateur B vérifie les points suivants:
(a) B est un opérateur symétrique.

(b) B est positivement défini sur W car pour tout ¢ € W,

< By, >w=ag(p,p) = / BVeVedz > BVl > 0.
Q

(c) B est un opérateur linéaire.
De plus, de la relation (I1.1.119) il résulte que I'opérateur C' lui aussi vérifie les points suivants:
(d) C est un opérateur linéaire.
(e) C est un opérateur continu.

En remplacant (I1.1.118) et (II.1.119) dans (I1.2.115) on obtient:
(I1.1.120) Bp(t) = Cu(t) +¢q(t) p.p. te€][0,1].
Puisque l'opérateur B est inversible, alors 1’égalité (I1.1.120) implique

(I1.1.121) o(t) = B~'Cu(t)+ B Yq(t) p.p. te[0,T],
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ot B™!: W — W représente I'inverse de I'opérateur B. En utilisant (I1.1.121) dans (I1.2.114) on a:

au(uw —0) + ae(B~'Cu+ B 'q(t),v — 0) +
(IL1.122) Fi() —j(@) > < fi),(v—1) >y

Yo eV, pp tel0,T],
et par la suite obtient:

au(uw —0) + ae(B~'Cuw — ) + j(v) — (i) >
(11.1.123) < f(t),(v—1) >v —ac(B " q(t),v — 1)

Yo eV, pp. tel0,T].

Soit a(-,-) : V x V — IR la forme bilinéaire définie par
(I1.1.124) a(u,v) = a,(u,w) + ac(B~*Cu,v) Yu,w eV,
et soit f(-) : [0,7] — V la fonction définie par:
(I1.1.125) < ft)w>v=< f(t)v >v —a.(B q(t),v) Vv e V.

Il est clair que a(-,-) est une forme bilinéaire continue sur V' et ceci résulte de la continuité des
opérateurs B~! et C respectivement.

Soient maintenant u,v € V et soit B~'1Cu=w € W, B~1Cv = z € W, c’est-a-dire Cu = Bw et
Cv = Bz respectivement; en utilisant (II.1.118)-(II.1.119) il résulte :

(I1.1.126) / BVw - Vodr = / eVu-Vodr YoeW,
Q Q

(I1.1.127) / BV z - Vipdx = / eVv - Vipder Y € W,
Q Q
Par la suite, en utilisant (I1.1.126)-(I1.1.127) il vient
(I1.1.128) ae(w,w) = ae(u,z), B 'Cu=w et B 'Cv=z,

car:

ac(B71Cuw) = ac(ww) = / eVw - Vodz,
Q

En remplacant v par ¢ dans 1’égalité précédente et en utilisant (I1.1.127) on obtient

ac(B™'Cuw) = /

eVw - Vipdr = / BVz - Vwdz,
Q Q
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En utilisant (I1.1.128) pour w = ¢ on obtient
(I11.1.129) ac(B™'Cuw) = / BV z - Vudz,
Q

ce qui donne le résultat suivant a.(B~'Cu,v) = a.(u,B~*Cv) et donc, la forme bilinéaire a(-,-) est

symétrique. Par ailleurs, pour tout u € V on a:

ae(B71Cuw) = ae(ww) = / eVw - Vudz,
Q

et en utilisant (I1.1.126) et (11.1.129) avec ¢ = v il vient

(I1.1.130) ac(B™'Cuw) = / eVw - Vwdx > 0.
Q

Donc
a(uu) = ay(uu) + ac(B~' Cuu) > p|lullf,
ce qui nous permet d’écrire
(11.1.131) a(uu) > pllully Yuev,

ce qui prouve que la forme bilinéaire a(-,-) est V-elliptique.
Finalement, nous remarquons que la régularité f € W2(0,T;V) et ¢ € WH2(0,7; W) combinée

avec la définition (I1.1.125) montrent que
(11.1.132) fewh20,1;V).

L’inégalité (I1.1.123) combinée avec les égalités (I1.1.124) et (I1.1.125) prouvent que la forme
bilinéaire a(-, ) satisfait (I11.1.114) et (II.1.115).

Par ailleurs, en utilisant (I1.1.110) il vient que
(IL.1.133) By = Cug + q(0),
ce qui implique
(11.1.134) 0o = B™'Cug + B71¢(0).
Nous combinons (I1.1.134) et (I1.1.108) pour obtenir
(11.1.135) au(uo,0) + ae (B~ Cug,v) + j(v) > < f(0),v >y —a.(B'q(0),v)

Yv eV,
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et, en utilisant les définitions (I1.1.124) et (I1.1.125) il résulte que ug satisfait (I1.1.116) et (I1.1.117).
O

Dans la deuxiéme étape nous démontrons le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Lemme I1.1.10. Il existe une fonction u € W42(0,T; V) unique qui vérifiée (I1.1.114) et (I11.1.115).

Démonstration. L’existence et 1'unicité de la solution du probléme (11.1.114)-(11.1.115) résulte du
Théoréme (II1.1.27) appliqué pour espace X = V. En effet, d’aprés le Lemme (I1.1.9), il résulte que
la forme bilinéaire a(-,-) définie par (I1.1.124) est continue, symétrique et V-elliptique; par ailleurs
la fonction f(-) définie par (I1.1.125) a la régularité f € WH2(0,T;V), et le déplacement initiale ug
satisfait (I1.1.116) et (I1.1.117). Pour finir, rappelons que la fonctionnelle de frottement j(-) définie
par (I1.1.22) est convexe, semicontinue inférieurement sur V.

En conclusion, les hypothéses du Théoréme (I11.1.27) sont satisfaites, ce qui conclut la démons-

tration du Lemme (I1.1.10). |
Nous avons maintenant tous les ingrédients pour présenter la démonstration du Théoréme (I1.1.8).

Démonstration. Soit u € W2(0,T;V) la solution du probléme (I1.1.114) et (I1.1.115) obtenue
dans le Lemme (II.1.10), et soit ¢ : [0,7] — W la fonction définie par (I1.1.121). Moyenant les
régularités W12 des fonctions u et g, il résulte ¢ € W12(0,T; W). Par ailleurs,

(I1.1.136) Bo(t) = Cu(t) + q(t) p.p.t €[0,T],
il vient de (II.1.136) que
(I1.1.137) < By >w — < Cup >w=<qt)p >w VYV EW, p.p. tel0T],

et, en utilisant la définition (I1.1.118) et (I1.1.119) des opérateurs B et C il résulte que (u,p) satisfait
Pégalité (11.2.115).

Des arguments similaires combinés avec la définition (I1.1.124) de la forme bilinéaire a(-,-) et
de la définition (I1.1.125) de la fonction f(-) prouvent que le couple (u,p) satisfait (I1.1.114), il en
résulte que (u,p) est solution du probléme (P14) avec la régularité (I1.1.113), ce qui prouve la partie
d’existence du Théoréme.

L’unicité de la solution résulte du probléme en déplacements (I1.1.114) et (I1.1.115) garantie par
le Lemme (II.1.9), combiné avec 'expression (I1.1.121) de . Elle peut aussi se démontrer directement

a partir de (I11.2.114) et (I1.2.115), en utilisant le Lemme de Gronwall. |
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1.6 Probléme quasistatique avec frottement régularisé

Nous étudions maintenant le probéme (PSI 'pQV'T) dans le cas ou la loi de Tresca (I1.1.98) est

remplagée par sa version régularisée (I1.1.37). La formulation du probléme est la suivante.

Probléme (Pé‘%v'R). Trouver le champ des déplacements u, : Q x [0,T] — IR et le potentiel

électrique @, : Q2 x [0,T] — IR tel que

(I1.1.138) div(pVu,) + div(eVe,) + fo=0 dans Q x[0,1],

(I1.1.139) div(eVu,) — div(BVy,) =qo dans Q x [0,17,

(11.1.140) u, =0 sur Ty x[0,T],

(I1.1.141) uoyu, +€edyp, = fo  sur Ty x [0,1],

(I1.1.142) woyu, + €0y, = —gL sur Ty x[0,77],
i+

(11.1.143) 0, =0 sur T,x[0T],

(I1.1.144) edyu, — BOy, =qa  sur Ty x [0,T],

(I1.1.145) up(0) =up sur Qx[0,T].

Dans I’étude de ce probléme nous utilisons les notations précédentes auxquelles nous rajoutons

la fonctionnelle j,(-) : V' — IR définie par

(I1.1.146) Jp(v) = /F g(Vv2+p2—p) da YveV.

Les hypothéses sont celles du Théoréme (II.1.8). Par la suite, la formulation variationnelle du

probléme (Péfv'R) est la suivante.

ropleme ; ' . lrouver e champ aes aepiacements U, : 5 — €l L€ po entiel élec rique
Probléme (PLEY ™). T le champ des dépl tsu, : [0,T] — IR et le potentiel électri

0, [0,T] — IR tel que

(IL1.147) @t (£)0 — (1) + Gp(0) = G (i (0)) = < F(t)w — (1) >v
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YoeV, p.p. tel0T],

(11.1.148) u,(0) = ug.

(11.1.149) ag(p(t),¥) — ac(u(t) W) =< q(t), >w Y eW pp. tel0,T].

Par ailleurs, la condition initiale uq vérifiée

(IL.1.150) up €V,
et
(I1.1.151) a(ug,v) +j(v) > < f(O)v>y WoeV.

L’existence et 'unicité de la solution du probléme (P‘i'g_‘p/ﬂ) est donné par le résultat suivant.

Théoréme II.1.11. On suppose que les relations (11.1.8)-(I1.1.14), (I1.1.102)-(11.1.104) et
(I1.1.107)-(11.1.109) sont vérifiées. Alors il existe une solution unique du probléme (Pé'gy‘p/'R) ayant

la régqularité

(11.1.152) u, € WH(0,T;V) et ¢, € WH(0,T;W).

La démonstration du Théoréme (II.1.11) se fait en utilisant les mémes arguments que ceux utilisés
dans le Théoréme (I1.1.8), en remplacant la fonctionnelle j(-) par la fonctionnelle j,(-).
Pour cela, il convient de rapeller que la fonctionnelle j,(-) est convexe et Gateaux différentiable

et par conséquent, elle est convexe et s.c.i. Par ailleurs, rapellons que j,(-) et j(-) satisfait 'inégalité

(I1.1.153) ljp(v) —j(v)| < F(p) = p/F pda YveV.

Dans un premier temps, la démonstration consiste a prouver que (u,,p,) est solution du probléme

I.QV.Ry _. .
(Pyg, ") st et seulement si

(I11.1.154) u, € WH2(0,T; V)

(I1.1.155) alup ()0 — iy (1) + 4o(0) — G (p(0) = < FO)w — () >v

Yv eV, pp. tel0T],

(I1.1.156) ©p(t) = B~'Cu,(t) + B 'q(t) vt e [0,T],
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(I1.1.157) u,(0) = uo.

Ensuite nous utilisons (I11.1.117) et (I1.1.153) pour obtenir

(I1.1.158) < f(0),v >v —a(ug,v) — j,(v) < j(v) —jp(v) < F(p) Yv eV,

et par conséquent

(I1.1.159) Sup [< f(0),0 >v —a(uo,v) — j,(v)] <400  YveV.

Ceci nous permet d’utiliser le Théoréme (II1.1.27) pour prouver l’existence et ['unicité d’une fonction
u, astisfait (I1.1.154), (IL.1.155) et (I1.1.157). Puis, nous définissons la fonction ¢, : [0,7] — W par
'égalité (I1.1.156) et, nous remarquons que (u,,p,) est I'unique solution du probléme (P‘I/'GQ)‘;‘R) avec
la régularité (11.1.152).

Nous étudions maintenant le rapport entre les problémes (Pé'QV'T) et (P‘ﬂ'g";'R ). Nous avons le

résultat suivant.

Théoréme I1.1.12. Sous les hypothéses (I1.1.8)-(11.1.14), (11.1.102)-(11.1.104) et (I11.1.107)-

(I1.1.109), la solution (u,,p,) du probleme (P‘I/‘g";‘R) obtenue dans le Théoréme (I1.1.11) converge

vers la solution (u,p) du probléeme (Pé'QV'T) obtenue dans le Théoréme (I11.1.8), c¢’est-a-dire

(I1.1.160) u, —u dans C([0,T];V) lorsque p— 0,
et
(I1.1.161) v, — ¢ dans C([0,T);W) lorsque p— 0.

Démonstration. Soit p > 0. Nous testons avec v = u,(t) dans (I1.1.147) et v = 4(t) dans (II.1.155),

puis nous additionons les deux inégalités ainsi obtenues pour en déduire

alup(t) —u(t)ip(t) —a(t)) < J(0,(t) — jp(tp(t)) + Jp(a(t)) — jlu(t))
p.p. t € 0,77,

Nous utilisons 'inégalité (I1.1.153) pour voir que

g (£)) = Jolian(®) + G (0(t) — j(a(t)) < 2p / gda

I's
p-p- t € [0,T],
et, en combinant les deux derniére inégalités il résulte
(11.1.162) a(upy(t) —u(t),i,(t) —u(t)) < 2p/ gda
s
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p.p. t € [0,T7,

Nous intégrons (I1.1.158) avec la condition initiale (I1.1.148) et (I1.1.157) et nous utilisons la V-

ellipticité de la frome bilinéaire a(-,-) pour obtenir

2T
(I1.1.163) up(s) —u(s)|f < —*p/ gda Vs e [0,T].
K Iy
Puis, d’aprés (I1.1.121) et (I1.1.156) il résulte
(IL.1.164) lep(s) —(s)llv < Cllup(s) —uls)llv Vs € [0,T],

ou C est une constante positive dépendant des opérateurs B~! et C.
La convergence du Théoréme (II.1.12) résulte maintenant & partir des inégalités (I1.1.159) et

(11.1.160). O

11 résulte du Théoréme (I1.1.12) que la solution du probléme antiplan avec frottement de Tresca
peut approcher par la solution du probléme antiplan avec frottement régularisé lorsque le paramétre

de régularisation p est assez petit.
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CHAPITRE

PROBLEMES ELECTRO-VISCOELASTIQUES

Dans ce chapitre nous considérons certains modéles quasistatiques pour les problémes anti-
plans de contact piézoélectrique avec viscosité. Nous modélisons le frottement par des versions de la
loi de Coulomb, en inculant la loi de Tresca et sa régularisation. La seule différence que l'on doit si-
gnaler ici est que les inéquations variationnelles d’évolutions sont générées par deux formes bilinéaires
a(-,-) et b(-,) dans laquelle une forme est impliquée seulement la solution par ces dérivées. Le terme
b(-,-) est apellée terme de viscosité.

Nous citons dans cette partie des résultats de base d’existence et d’unicité. A cet effet, nous
utilisons les arguments des inéquations variationnelles elliptiques dépendant du temps et le point fize.
Nous introduisons souvent l’espace produit X définit par (1.2.40) et, muni par le produit scalaire

(1.2.41) et par la norme associée (1.2.42) respectivement.

2.1 Probléme électro-viscoélastique avec frottement de Tresca

Nous considérons dans cette section le probléme antiplan électro-viscoélastique avec frottement

modélisé par la loi de “ Tresca “. Le modéle classique de ce processus est le suivant.

Probléme (PIV-EV-T). Trouver le champ des déplacements u : Q x [0,T] — IR et le potentiel

électrique ¢ : Q x [0,T] — IR tel que

(I1.2.1) div(OVi + pVu) + div(eVp) + fo =0  dans Q x [0,T],

(11.2.2) div(eVu) — div(BVy) =qo  dans Q x [0,T7,
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(I1.2.3) u=0 sur Ty x [0,77,

(I1.2.4) 00,1 + pd,u + ed,p = fo sur Ty x [0,17],

|00, + poy,u + edyp| < g,

(I1.25) 00,0 + pdy,u + edy,p = —g% si u#0 sur T3x][0,T],
(11.2.6) =0 sur Ty x [0,T7],

(I1.2.7) ed,u — B0, = qo sur Ty x [0,T7,

(11.2.8) uw(0) =wuy dans Q.

Notons que (I1.2.11) et (I1.2.2) représentent les équations d’équilibre électrique, (I1.2.3) représente
la condition aux limites du déplacement, (I1.2.4) représente la condition aux limites de la surface de
traction, (I1.2.5) représente la loi de frottement de Tresca, (I1.2.6) représente la condition aux limites
du champ électrique, (I1.2.7) représente la condition aux limites de la charge surfaciques, et finalement,
(I1.2.8) représente la condition initiale du champ de déplacement.

Notons également que par rapport au probléme antiplan de contact piézoélectrique avec la loi de
frottement de Tresca traité dans la section 3 du chapitre 1, I’équation d’équilibre (I1.2.11) ainsi que
la condition aux limites (I1.2.4) et (I1.2.5) contienent maintenant un terme additionnel impliquant le
coefficient de viscosité 0; ce terme se résulte du fait qu’ici, nous emplyons une loi de comportement

électro-viscoélastique au lieu de la loi constitutive électro-élastique utilisée partout dans le chapitre

1 partie II.

Nous supposons que les forces volumiques de densité fy et de traction surfacique de densité fo
satisfont
(11.2.9) fo € WH2(0,T; L3(Q), fo € WH2(0,T; L*(T)).

Nous supposons aussi que la viscosité et satisfait :

(I1.2.10) 0 L>*(Q), etilexiste 60°>0 telque 0O(x)>6" pp xec.

Le seuil de frottement g satisfait

(I1.2.11) geL>*Ts) e g(x)>0 pp. zels.
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Le champ électrique de densité volumique ¢g et les charges électriques de densité surfacique ¢

satisfont

(I1.2.12) g € WH2(0,T; L*(Q)),
(11.2.13) g2 €€ WH2(0,T; L(Ty)),
(I1.2.14) G2=0 ppaxecly

Cette derniére condition résulte du fait que la base est un corp isolateur, donc aucune charge électrique
ne traverse pas la surface de contact I's C I'.

Le coefficients de permitivité électrique satisfait:
(I1.2.15) B € L>®°(Q) et il existe §* > 0 tel que B(x) > 0% p.p. x € Q.
Le coefficient piézoélectrique vérifie
(I1.2.16) e € L>(Q)
et, finalement, la condition initiale ug est telle que

(11.2.17) ug € V.

Pll.V.EV.T)

Nous tournons maintenant vers la formulation variationnelle du probléme ( , et pour cela

nous introduisons les espaces V et W définis par (1.2.39) et (1.2.40) respectivement. Nous supposons

1.V.EV.T
Pl

que le probléme antiplan de contact électro-viscoélastique ( ) a une solution (u,p) € X,

et soit (v,1)) € X. Nous multiplions 1’équation (I1.2.11) par 1’élement (v — @) € V, de méme pour
léquation (I1.2.2) par I’élement ¢ € W. Puis nous en utilisons la formule de Green (1.2.44) et; nous

procédons de la méme fagon que celle utilisée pour le probléme (P1) pour obtenir

ag(u(t),v —u(t)) + au(u(t),v — a(t)) + ac(p(t),v — a(t)) +
(11.2.18) +i(v) —ju(t) = /Qfo(v —u(t))dr + | fa(v—a(t))da

>

Yo eV, pp. tel0T],

et
(11.2.19) ag(p(t),¥) — ac(u(t),y) :/F gdr — /quwda

Vi e W p.p. t€[0,T).
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Pour tout u,v € V et pour tout ¥ € W, nous définissons les formes bilinéaires suivantes
ag(u,w) = / OVu - Vudz, a,(u,v) = / uVu - Vudz,
Q Q

(11.2.20) ae(u,v) = / eVu - Vudzr, et ag(p,y) = / BV - Vipdx.
Q Q

(I1.2.21) j(v)

/ g(Jv])da Yv e V.
I's

D’aprés le Théoréme de représentation de Riesz on peut alors définir les fonctions f : [0,7] — V

et ¢ : [0,7] — W respectivement par les égalités

(11.2.22) < f(t)w>y= / fot)vdz + | folt)vda,  fe WH2(0,T;V),
Q T2

et

(11.2.23) <q(t)v >w= g2 (t)pdx — / qo(t)da, q € WE0,1; W),
T 0

pour tout v € V, ¢ € W et t € [0,T].

Nous notons d’aprés les hypothéses (I11.2.9), (I1.2.12) (I1.2.13) et (I1.2.14) que les intégrales
(11.2.22) et (11.2.23) sont bien définies. De plus, d’aprés I'hypothése (I11.2.11), lintégrale (I11.2.21)
est bien définie.

En remplacant maintenant (I1.2.22) et (I11.2.23) dans (11.2.18) et (I1.2.19) pour obtenir le probléme

suivant :

Probléme (P{',V‘EV'T). Trouver le champ des déplacements u : [0,T] — V et le champ électrique

@ :[0,T] — W tel que

ag(u(t),v —u(t)) + ap(u(t),v —u(t)) + ac(p(t),v —u(t)) +
(I1.2.24) Fi0) —j(alt) = < ft)w—alt) >y

Yo eV, tel0,T],

et

(11225) aﬁ(@(t)adj) - ae(u(t)ﬂ/f) =< q(t)adj >w
Vo €W, te 0],

(I1.2.26) u(0) = up.
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Nous avons le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Théoréme I1.2.1. Supposons que (11.2.9)-(11.2.17) sont satisfaites. Alors il existe une solution

P‘I/.V.EV.T)

unique du probléme ( ayant la régularité :

(11.2.27) u€ W>20,T;V) et e Wh(0,T;W).

Le couple des fonctions (u,p) qui résout le probléme (I1.2.24), (I1.2.25) et (11.2.26) s’appelle solu-

P‘I/.VAEV.T)

tion faible du probléme électro-mécanique ( . Nous concluons d’aprés le Théoréme (11.2.1)

que le probléme antiplan de contact (Pé V-E V‘T)

(I1.2.17) sont satisfaites.

admet une solution faible unique, a condition (II.2.9)-

La démonstration se faite en plusiéres étapes. Dans ’étape 1, nous construisons le probléme
auxiliaire pour le champ de déplacement wu.

On présente dans cette section deux méthodes pour étudier 'existence et 'unicité de la solution.

a)- Méthode de découplage des inconnues

Lemme I1.2.2. Soit (u,p) solution du probleme (PLV-EV-T) ayant la régularité (I1.2.27). Alors il

existe une forme bilinéaire notée a(-,-) qui est continue et symétrique ainsi une fonction f(-) ayant la

régularité

(11.2.28) fewh20,1;V),

telle que

(I1.2.29) ag(0(t),0 — u(t)) + a(u(t),v —a(t) +j(v) — jlu(t) > < f(t)0—u(t) >y
YweV, teloT),

(11.2.30) u(0) = ug.

Par ailleurs, la condition initiale ug satisfait

(11.2.31) up € V.

Démonstration. Tout d’abord, d’aprés le Théoréme de représentation de Riesz on peut définir les

opérateurs B: W — W et C:V — W par :

(I1.2.32) < By >w=ag(p) V€W,

(11.2.33) < Cvp >w=ac(v,p) YW, YvoeV.
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11 résulte de (I1.2.32) que 'opérateur B vérifie les points suivants:

- B est linéaire.

- B est symétrique.

- B est positivement défini sur W.

Par ailleurs, de la relation (I1.2.33) il résulte que lopérateur C lui aussi vérifie les points suivants:
- C est linéaire.

- C est continu.

En remplacant (I1.2.32) et (I1.2.33) dans (I1.2.19) on obtient :

(11.2.34) < Bo(t) ) >w — < Cu(t), >w=< q(t), ¥ >w
Y e W, te€l0,T).

ce qui donne

(I1.2.35) By(t) — Cu(t) = q(t) vt e [0,T).

Nous savons que l'opérateur B est linéaire continu, et donc, il est inversible, c’est-a-dire B~! existe,

et par la suite, la relation (I1.2.35) devient:
(11.2.36) o(t) = B~'Cu(t) + B Y¢(t), Vte[0,T].
En remplacant (I1.2.36) dans (I1.2.18) on obtient

ag(u(t),v — u(t)) + a,(u(t),v —u(t)) + ae(B~ Cu(t),v — u(t)) +
(11237) +J(U) - ](u(t)) > < f(t),’l} —u >v _ae(B_1Q(t)7U - u(t)>
Yo eV, pp tel0T].

Soit maintenant la forme bilinéaire a(-,-) définie par :
a(-,):VxV—IR

(11.2.38) a(u(t),w —u(t)) = a,(u(t)w —a(t)) + ae(B~ Cu(t),w — u(t)),

et soit pour tout u,v € V la fonction f(-): [0,7] — V définie par :

(11.2.39) < f(t)v —a(t) >y=< f(t),v — i >y —ac.(B  q(t),v —u(t)).
D’aprés ’étude présentée dans la Section 1.3 du Chapitre 1 Partie II, il est facile de voir que la
forme bilinéaire a(:,-) est continue et symétrique.

Par ailleurs, la forme bilinéaire ag(-,-) est continue, symétrique et elliptique.
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Nous remarquons que la régularité f € WH2(0,T;V) et ¢ € W2(0,7; W) combinée avec (11.2.39)

montrent que

(11.2.40) fewh20,1;V).

Dans la deuxiém étape nous démontrons le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Lemme I1.2.3. ] existe une et seule fonction u € W22(0,T; V) satisfait (11.2.29) et (11.2.50).

Démonstration. Il est facile de voir que la forme bilinéaire a(-,-) est continue et symétrique, la
forme bilinéaire ag(+,-) est continue, symétrique et coersive, la fonctionnelle j(-) est propre, convexe
et s.c.i sur V, la fonction f(-) ayant la régularité W12(0,T; V) et le déplacement inintiale ug satisfait
(I1.2.31). L’existence et I'unicité de la solution du probléme (I1.2.29) et (I1.2.30) résulte maintenant
du Théoréme (I11.1.25) appliqué sur 'espace X =V et de plus, u € W22(0,T;V). ]

Finalement, nous avons tous les ingrédients et tous les résultats pour présenter la démonstration

du Théoréme (11.2.1).

Démonstration. Nous présentons dans cette partie une démonstration du Théoréme (I1.2.1).
Soit u € W?22(0,T;V) la solution du probléme (I1.2.29) et (I1.2.30) obtenue dans le Lemme
(I1.2.3), et soit o : [0,7] — W la fonction définie par (I1.2.36). Moyenant la régularitée W12 des deux
fonctions u et g, il résulte p € WH2(0,T; W).
Or, d’aprés (I1.2.35) on a

By(t) - Cult) = q(t) Vi€ 0.T],
alors, pour tout élément ¥ € W on obtient
< Bpt) >w — < Cult)p >w=<qt)p>w  VoeW, te[0,T]

Nous tenons compte des définitions des opérateurs B et C' définies par (I11.2.32) et (11.2.33)
respectivement, il résulte que le couple (u,p) satisfait (11.2.25).

Des arguments similaires combinés avec la définition (I1.2.38) de la forme bilinéaire a(-,), et de
la définition (I1.2.39) de la fonction f(-) prouvent que le couple (u,p) satisfait (I11.2.29); il résulte que

(u,p) est solution du probleme (PLV-EV-T)

deéfini par les relations (I1.2.24)-(I1.2.26) avec la régularité
(I1.2.27), ce qui prouve 'existence de la solution dans le Théoréme (I1.2.1).
Maintenant, I'unicité de la solution du probléme en déplacement (11.2.29) et (I1.2.30) est assurée

par le Lemme (I1.2.2); combiné avec I’égalité (I1.2.36) définissant la fonction . O

P{‘V'EV'T)

Nous présentons maintenant une étude compléte du probléme ( dans le cas ou la loi de
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frottement de Tresca (I1.2.5) est remplagée par sa version régularisée.
b)- Méthode de point fixe

Dans ce paragraphe nous allons présenter la méthode de point fixe qui nous permet de prouver

encore une fois l'existence et I'unicité de la solution du probléme (I1.2.24), (I1.2.25) et (II.2.26).

Théoréme I1.2.4. Supposons que les hypotheéses (11.2.9)-(11.2.17) sont vérifiées. Alors il existe une
solution unique du probleme (11.2.24), (11.2.25) et (11.2.26) ayant la régularité

(11.2.41) ue W220,T;V),  peWh0,T;W).

La démonstration du Théoréme (I1.2.4) se faite en plusiéres étapes. Nous supposons dans tout ce
qui suit que les hypothéses (11.2.9)-(I1.2.17) sont satisfaites et, partout ci-dessous, nous dénotons par
c diverses constantes positives qui sont indépendant du temps et dont la valeur peut changer d’un
cas & un autre. Soit n € C([0,T]; V) donné et, dans la premiére étape, nous considérons le probléme

variationnel intermédiaire suivant.

Probléme (Pl{',f;'EV'T). Trouver le champ des déplacemets u,, : [0,T] — V tel que

ag (U (t),v — 1ty (t)) + ap(uy(t),0 — iy (1) + ac(n(t),v — uy(t)) +
(I1.2.42) +i(v) = jlay(t) > < f(t),v—1,(t) >v

Yo eV, t € 10,1,

(11.2.43) un(0) = up.

On a le résultat suivant pour le probléme (Pl{,%‘EV'T).

Lemme II.2.5.

(1)- 11 existe une unique solution u, € C*([0,T]; V') pour le probleme (11.2.42) et (11.2.43).

(2)- Si uy € C([0,T;V) et ug € C([0,T];V) sont les deuz solutions du probléeme (I1.2.42) et
(11.2.43), alors il exsite ¢ > 0 tel que

(11.2.44) [a1 () —da(®)llv < e(llm ) —n2(Ollv + llus(t) —ua(®)llv) vt [0T].

(3)- Si, de plus, n € WH2([0,T); V), alors la solution satisfait u, € W*2([0,T]; V).
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Démonstration. Nous appliquons le Théoréme (II1.1.25) sur I'espace X = V avec le produit

scalaire < -,- >y et la norme associée || - ||y, avec le choix a = a,, b = ag et
< h(t),v >y =< f(t),v >v —ac(n(t),v) YveV, tel0,T].

Il est clair que les deux formes bilinéaires a, et a. satisfont (II1.1.45) et (III.1.46), respectivement,
et nous utilisons (I1.2.11) il suit que la fonctionnelle j satisfait la condition (II1.1.47). De plus, nous
utilisons (I1.2.22) et (I1.2.23) et la régularité n € C([0,T];V), il est facile de voir que f —n €
C([0,T]; V), c’est a dire h satisfait (II1.1.48). Finalement, nous notons que (III.1.49) est lui aussi
satisfait et, si n € W12([0,T); V) alors h = f —n € WH2([0,T]; V). Le Lemme (I1.2.5) est conséquence
directe du Théoréme (11.2.4). O

Dans ’étape suivante, nous utilisons la solution u, € C*([0,T]; V') obtenue dans le Lemme (I1.2.5)

pour construire le probléme variationnel pour le champ électrique.

Probléme (PZ{%'EV'T). Trowver le champ électrique @, : [0,T] — W tel que

(I1.2.45) ag(n(t), V) — ae(uy,(t),9) =< q(t), Y >w Vi e W, tel0,T].

Nous avons le réultat d’existence et d’unicité pour le probleme (P2{;y-#V-T).

Lemme I1.2.6. Il existe une unique solution ¢, € WY2(0,T; W) qui satisfait (I1.2.45). De plus, si
©n, €t @n, sont les solutions de (I1.2.45) correspondant a my,m2 € C([0,T];V) alors, il existe ¢ > 0,
telle que

(I1.2.46) 1@n: (&) = n, (D) lw < cllug, () =ug, (Ol V€ [0,T].

Démonstration. Soit ¢ € [0,T]. nous utlisons les propriétés de la forme bilinéaire ag et le Lemme
de Lax-Milgram pour voir qu'il existe un unique élément ¢, (t) € W qui résout (I1.2.45) a chaque
moment ¢ € [0,7]. Nous considérons maintenant ¢1,t; € [0,7]; nous utilsons (I1.2.45) et la coersivité

de la forme bilinaire ag nous obtenons que

Bllety) —et)liy < lellz@llult) — u(t2)llv +
(11.2.47) la(t1) = q(t2)llwll(tr) — w(t2)llw

ce qui implique que

(11.2.48) le(t) —et2)llw < cllulty) —ult)llv + llg(tr) — q(t2)lw)-
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Nous concluons que la régularité u, € C1([0,T]; V) combinée avec (I1.2.22) et (I1.2.23) implique
que @, € W12(0,T; W) ce qui conclue la démonstration. O

Nous utilisons maintenant le Théoréme de représentation de Riesz pour définir I’élément An(t) € V

par l'égalité
(11.2.49) < An(t),v >v = a.(p,(t),v) Yo eV, tel0,T].

11 est clair pour un n € C([0,7); V) donné, la fonction ¢ — An(t) prolonge dans C([0,T];V).
Dans ’étape suivante nous montrons que 'opérateur A : C([0,T]; V) — C([0,T]; V') admet un point

unique fixe.

Lemme I1.2.7. [l existe un unique 17 € W12(0,T;V) tel que A1y = 1.

Démonstration. Soient 1,12 € C([0,T]; V) et notons par u; et ¢; les fonctions u,, et ¢, obtenues
dans le Lemme (I1.2.6), pour ¢ = 1,2. Soit ¢ € [0,T].

Nous utilisons (I1.2.49) et la forme bilinéaire a. dans la relation (I1.2.20) pour obtenir

[An(t) — Ana(D)llv < cllpr(t) — a2 (t)[lw,

et tenons compte de (I1.2.46) pour trouver

IN

(IL.2.50) 1A () — Ana(®)ly < ellur () — ua(®)llv-

D’un autre coté, on sait que
u;(t) = up + / U, (s)ds.
r
On a

(1L2.51) s (®) —us®lly < / s (s) — ta(s) v ds
r
et nous utilisons cette inégalité dans (I1.2.44) pour obtenir

a1 (t) — a2 (t)[lv < (Ilm(t)—nz(t)\|v+/FH1l1(8)—uz(S)llvd8)~

Il suit maintenant de I'inégalité de Gronwall que

(1L2.52) / lia(s) — din(s)lvds < e / I (t) — ma(®) v ds.

Nous combinons (I1.2.50)-(I1.2.52) pour obtenir

(I1.2.53) [Ani(t) — Ana(t)]lv < C/F\Im(t)—nz(t)llvds
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et, nous réécrivons cette inégalité n fois, ce qui donne

n n Cn
A" () = A" @)y < —lm () = n@llcqomv)-

Cette derniére inégalité montre que sous suffisamment valeurs de n, 'opérateur A™ est contrac-
tante sur Pespace de Banach C([0,T]; V) et, alors, il existe un élément unique 17 € C([0,7]; V) tel
que A7 = 1. 1l suit du Lemme (IL.2.6) que ¢, € W12(0,T; W) et, donc, la définition (I1.2.49) de
I'opérateur A combiné avec les propriétés de la forme bilinéaire a. implique que Ay € W2(0,T;V);
cette régularité qui est combinée avec 'égalité A7y = 77 montre que 77 € W2(0,7; V) ce qui conclut la

démonstration. m|
Nous avons tous les ingrédients pour prouver le Théoréme (II.2.1).

Démonstration.

(a)- Existence. Soit 17 € W'2(0,T; V) un point fixe de Popérateur A, et soit u,, ¢, sont les deux
solutions des problémes (Pl{/‘x‘EV‘T) et (P2‘I/'";‘EV'T), respectivement, pour n = 1. Il suit de (I1.2.49)
que

<), >v = ac(Pue),v) Yo eV, tel0,T]

et, alors (11.2.42), (I1.2.43) et (I1.2.45) impliquent que (u,;p;;) est une solution du probléme (P2%;V-EV-T),
La régularité (I1.2.41) de la solution suit des Lemmes (I1.2.5) (3) et (I1.2.6).

(b)- Unicité. L’unicité de la solution suit de l'unicité du point fixe de opérateur A. Il peut t’obtenir

en utilisant des arguments similaires a ceux utilisés dans [7] et [41].

2.2 Probléme électro-viscoélastique avec frottement régularisé
Nous étudions le probléme régularisé suivant :

Probléme (PIZ'XEV'R). Trowver le champ des déplacements u, : Q x [0,T] — IR et le potentiel

électrique @, : 1 x [0,T] — IR tel que

(I1.2.54) div(0Vi, + uVu,) + div(eVe,) + fo =0 dans Q x[0,1],
(11.2.55) div(eVu,) — div(BVy,) =qo  dans Q x [0,77,
(I1.2.56) u, =0 sur Ty x [0,7T7],

(I1.2.57) 00,4, + poyu, + edup, = fa sur Ty x [0,T7],
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Up

(I1.2.58) 00,4, + o, u, + ed,p, = —g——=——=— sur I'3 x[0,1],
\J U2+ p?
(I1.2.59) v, =0 sur Ty x (0,77,
<L E0LUp — vPp = Q42 sur b X |U, L],
I1.2.60 Ovu, — PO, Ty x [0,T
(I1.2.61) u,(0) =up dans Q.

Pour étudier ce probléme, nous supposons que (11.2.9)-(I1.2.17) sont satisfaites et, de plus p > 0.

Nous introduisons la fonctionnelle j, : V' — IR définie par

(11.2.62) Jp(v) = / g(vVp?+v2—p)da YveV.

Nous utilisons ici les mémes arguments présentés dans la partie II du chapitre 1. Avec ces no-
tations, un standart calcule est basé sur la formule de Green (1.2.44) et les arguments présentés

dans la section 1- Partie II. Par la suite, la formulation variationnelle du probléme (PQIPV BV-R)

avec

frottement est la suivante.

Probléme (P{;};'EV'R). Trowver le champ des déplacements u, : [0,T] — V et le potentiel

électrique ¢, : [0,T] — W tel que

ag(tp ()0 — (1)) + aupy ()0 — (1)) + Jp(v) +

(11.2.63) +ip (U, (1)) >< fF(t)w —u,(t) >y Vv eV, pp. tel0,T],
(11.2.64) u,(0) = up,
(I.2.65) ag(pp(t), V) — ac(up(t),¥) =< q) ¥ >w VY eW, pp. te[0T].

L’existence et l'unicité de la solution du probléme ( est donné par ce résultat.

P‘Q;/.EV‘R)
Théoréme I1.2.8. Supposons que (11.2.9)-(11.2.17) sont satisfaites. Alors il existe une solution

unique du probléeme (P‘I/;X-EV-R)

ayant la régularité :

(11.2.66) u, € W»2(0,T; V)
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et

(11.2.67) ¢, € WH(0,T;W).

Démonstration. La démonstration se faite en passant par les mémes étapes utilisées dans la
démonstration du Théoréme (11.2.1) en remplacant la fonctionnelle j(-) par la fonctionnelle régularisée
jp(’)'

On sait que la fonctionnelle j,(-) est Gateaux différentiable et par conséquent, elle est convexe et

s.c.i. Par ailleurs, nous rappelons que les deux fonctionnelles j(-) et j,(-) vérifiant :

(I1.2.68) in(0) =50 < Plp) = [ gda eV

Pour démontrer le Théoréme, nous commencons tout d’abord & prouver que le couple (u,,p,) est

si et seulement si

solution du probléme ( P‘g;[\)/.EV. R)

(11.2.69) u, € W22(0,T;V),
ag (i (t),0 = iy (t)) + alu, ()0 — tp(t)) + jp(v) +
(I1.2.70) +ip(u,(t) > < fF(t)w—1u,(t) >y VYveV, pp.tel0T],

(I1.2.71) 0p(t) = B~ Cu,(t) + B 'q(t)

Vi e W p.p.te€0T],

(I1.2.72) u,(0) = .

Puis, nous combinons (I1.2.68) avec (I1.2.70) pour obtenir

(11.2.73) < f(0),0 >v —a(ug,w) —j,(v) < (v) = jp(v) Yv eV,
En utilisant le Théoréme (II1.1.27) pour prouver l’existence et l'unicité d’une fonction u, qui
satisfait (I11.2.69), (II.2.70) et (I1.2.72). Puis, nous définissons une fonction ¢, : [0,7] — W par

(I1.2.71); et alors, nous remarquons que (u,,p,) est solution unique du probléme ( ayant

la régularité (11.2.67). O

2.3 Un résultat de convergence

Dans cette section, nous allons examiner le comportement de la solution faible du probléme

antiplan avec frottement quand la viscosité tend vers zéro. Afin de décrire la dépendance sur le
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coefficient de viscosité . Nous étudions maintenant le rapport entre les deux problémes (Pé'V'EV'T)

P‘I/.V.EV.T)

et (P‘I/;X'E V-B) A cet effet, nous reformulons le probléme ( comme suit.

Probléme (PLEEY). Trouver le champ des déplacements u : [0,T] — V' tel que

ag(i(t),0 — a(t)) + a(u(t),v — a(t)) +j(v) +

(I1.2.74) +iu(t)) > < f)w—aut)>y YoeV, ¢ €[0T1],
(11.2.75) as(p(t) ) — ac(u(t) ) =< a(t) o >w V6 €W, pp.te0T]
(I1.2.76) u(0) = uo.

A cet effet, nous supposons dans tout ce qui suit que (II1.1.45)-(II1.1.49) sont satisfaites. Nous
notons par u € C1([0,T]; V) et ¢ € C1([0,T]; W) les solutions du probléme (PLYEV). 1l est évident
que le probléme (PLYEV) admet une solution unique u € C([0,T];V) et p € CH([0,T]; W) et ceci,
d’aprés I'étude précédente.

Pour tout p > 0, nous considérons une perturbation de j qui satisfait (II1.1.47) et, nous considé-

rons le probléme suivant

Probléme (P{;‘é‘ﬁ}g‘v'R). Trouver le champ des déplacements u : [0,T] — V tel que

aG(ﬂp(t)ﬂ) —1p(t)) + a(up(t)ﬂ) - ﬂp(t)) + jp(“) +

(I1.2.77) +ip(t,(t) > < f(t)v—1,(t) >y YoeV, t e[0T,
(1L.2.78) a(p(D)8) — aulup(0)0) =< a(B)6 >w Vo EW, pop. t € [0.T].
(I1.2.79) u,(0) = uo.

Nous pouvons de déduire du Théoréme (II1.1.25) que, pour tout p > 0, le probléme (I1.2.74)-
(I1.2.76) a une solution unique u, € C*([0,7];V) et ¢, € C*([0,T]; W) .

Nous avons dans cette section le résultat suivant.

Théoréme I1.2.9. Sous Uhypothése (II1.1.34), la solution u, et ¢, du probleme (I1.2.77)-(11.2.79)
converge vers la solution u du probléeme (I1.2.74)-(11.2.76) quand p tend vers 0, c’est & dire

lup — ullero,ryv) — 0 quand  p — 0
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et

lep — elloro,rwy — 0 quand p — 0.

Démonstration. Soir p > 0 et soit ¢ € [0,7]. Nous prenons v = %,(t) dans (I1.2.74) et v = u(t)

dans (I1.2.77) et, nous faisons la somme de deux inégalités obtenues aprés changement pour voir que
ag (1, (t) — a(t),ip(t) —a(t)) < alup(t) —ult)a(t) —a,(t)) +
Jip(t)) — 3 (@(t)) + 3o (a(t)) — jp (i, (1)),
ce qui donne par la suite
ag (1, (t) — (t), iy () — 0(t)) < 15y (t)) =, (t,p(£))] + |, (a(t)) — j(@(t))]-

Nous tenons compte de la coersivité de la forme bilinéaire ag(-,-), la continuité de la forme bilinéaire

a(-,) et, de (II1.1.34) pour voir que
m iy (t) = a() [} < Mlup(t) = u(®) v [1i,(t) — alt)l|v + 2F(p)

et, nous utilisons 'inégalité

M? 9

Mlup(t) = u(®)llvlia, () — a®)lv < 57 llup(t) —u@®)ly + ol (1) — a())?,

par la suite, nous trouvons que

(I1.2.80) [, (t) — a(t)]|3 < %F(p) + %Hu,,(t) —u®)[-
11 suit de (I1.2.76) et (I1.2.79) que
(I1.2.81) Jup(t) — u(t)|lv < / l[ip(s) — u(s)|vds

0,T

ce qui implique

lup(t) = u(®)]}, < T/ 4 (5) = als)lI3-ds

)

Nous remplagons la derniére inégalité dans (I1.2.80) pour obtenir

i (&) = (Ol < 2 F(0)+ g [ liyl) = i) .

Nous utlisons le Lemme de Gronwall (II1.1.20) pour voir que

. . 9 4 JLIQ/TQ
(11.2.82) i, (t) —u(?)|5 < e 2 F(p) Ve € [0,17].

Nous combinons maintenant les inégalités (I1.2.81) avec (I1.2.82) et, nous utilisons ’hypothése (I11.1.34)
pour obtenir que

lup — ullero, vy — 0 quand  p — 0.
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Nous tournons maintenant vers la convergence de la solution de la suite (¢,),>0 vers la fonction

P.
Nous réécrivons ’égalité (I1.2.35) en fonction de ¢, pour tout p > 0, pour obtenir
By, (t) — Cu,(t) = q(t) Vte[0,1],
et alors,
(11.2.83) ©p(t) = B~'Cu,(t) + B 'q(t) Vte[0,T].

Sachant que (u,),>0 converge vers la fonction u quand p — 0, alors par passage a la limite dans

légalité (I1.2.83) on obtient
op(t) — @(t)  quand p— 0, Vte[0,T]

ce qui donne

e, — ellerqo,wy — 0 quand p — 0.

2.4 Approche de ’élasticité

Dans cette section nous étudions le comportement de la solution faible du probléme antiplan
de contact avec frottement quand la viscosité tend vers zéro. Afin de décrire la dépendance sur le

comme suit :

coéfficient de viscosité 6, nous reformulons le probléeme (P[V-FV-T)

Probléme (P{,‘é]g‘v) Trouver le champ des déplacements ug : [0,T] — V et le champ électrique

e : [0,T] — W tel que

ag(tg(t),v — ug(t)) + au(ug(t)v — tg(t)) + ac(po(t)v — ug(t)) +
(I1.2.84) i) — jli(t) > < f(t)w—g(t) Sv

Yo eV, tel0,T],

(11285) a’ﬁ(wO(t)adj) - ae(ue(t)ﬂ/)) =< q(t)v'l/} >w

Yy e W, telo0,T],

(11.2.86) ug(0) = ug.
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Nous considérons également le probléme non visqueux associé a (P\I/c‘:/ '9E V), c’est a dire, le probléme

obtenu pour 6 = 0, qui sera formulé comme suit :

Probléme (P{',‘é',%‘;o). Trouver le champ des déplacementsu : [0,T] — V et le champ électrique

@ :[0,T] — W tel que
(L287)  au(u(t)w — () + aclp(t)w — i(t) +j() — j(i(D) > < fH) — alt) >v

Yo eV, tel0,T],

(I1.2.88) ap(p(t),) — ac(u(t),¥) =< q(t),¥ >w

Yy e W, te|0,T],

(I1.2.89) u(0) = uo.

Il Pest clair que le probléme (P‘ﬁ'&QELO) représente la formulation variationnelle d’un modéle

dans le chapitre 1, patie II. Dans le cas ou le cylindre piézoélectrique est supposé électro-élastique.

Supposons dans tout ce qui suit que (I1.2.9)-(I1.2.17) sont satisfaites. Alors, il suit du Théoréme

(I1.2.1) que le probléme (P‘I/'g;fv) a une unique solution (ug,pg) qui satisfaite

(11.2.90) ug € W*2(0,T;V),  @p € WH2(0,T;W).

Pour montrer l'existence et 'unicité de la solution du probléme (PLL-FVY. ), nous avons besoin

des hypothéses supplémentaires. Nous supposons donc que le coefficient de Lamé p vérifie
(11.2.91) w € L®(Q) et il existe p* > 0 tel que p(x) > p* p.p. ¢ € Q,

et notons que dans ce cas, la forme bilinéaire a,, est coersive, c’est & dire

(11.2.92) au(uw) > |3 Yv e V.

Nous employons la coersivité de la forme bilinéaire ag, et le Lemme de Lax-Milgram pour voir

qu’il existe un élément unique g € W tel que

(11.2.93) ag(po,¥) — ae(uo,¥) =< q(0),4 >w Y € W.

Nous utilisons I'élément ¢y définit ci-dessus pour introduire la condition

(I1.2.94) a,(uo,v) — ac(po,v) +j(v) > < f(0),v >v Yo e V.
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L’inégalité (11.2.94) représente une condition compatible sur la donnée initiale qui est nécessaire
dans plusiéres problémes quasistatique. Il suit que du Théoréme (11.2.1) et, sous les hypothéses (11.2.9)-
(I1.2.17), (11.2.91) et (I1.2.92), le probléme électro-élastique (Pé'G‘ffLO) a une solution unique (u,p)
ayant la régularité uw € WH2(0,T;V) et o € WL2(0,T; W).

Considérons amintenant ’hypothése suivante :

1
(I1.2.95) 710l (@) — 0.

Théoréme 11.2.10. Supposons que (11.2.9)-(11.2.17), (11.2.91), (I1.2.92) et (I1.2.94) sont satis-

faites. Alors la solution (ug,ps) du probléme (P‘ﬁc‘;/fv) converge vers la solution (u,p) du probléeme

(PLYEV. ), clest a dire

(I1.2.96) lug — ullc(jo,17;v) — 0, o — @lleo,m;wy — 0.

Démonstration. Les égalités et les inégalités ci-dessus sont satisfaites pour presque partout ¢ €
[0,T]. Nous prenons v = u(t) dans (I11.2.84), v = 1y(t) dans (I1.2.87) et en faisant la somme des deux

inégalités obtenues, ce qui donne
ag(tg(t),0(t) — ue(t)) + apu(ug(t) — u(t),u(t) — ig(t)) + ac(pe(t) — p(t),u(t) —ug(t)) = 0.
Ceci implique que:
ag(tg(t) — a(t),tg(t) — u(t)) + an(ug(t) — ul(t)ie(t) —u(t)) <
(11.2.97) ag(i(t),u(t) — g (t)) + ac(pe(t) — p(t),u(t) — uo(t))
Nous utilisons ’hypothése (I1.2.10) pour voir que
0" ||ag(t) — a(t)|[} + au(uo(t) — u(t)ae(t) —a(t)) <
(11.2.98) 101l o< o) 1) v [[ta(t) — a(t)]lv + acpo(t) — @(t),u(t) — ta(t))

et nous combinons cette inégalité avec I'inégalité élémentaire pour obtenir

101l Lo (o 1) v g (2) — a(t)[lv <
10117

D ()3 + 0% g () — alt)|[3-

(11.2.99) e

Comme résultat nous obtenons

ay (ug(t) — u(t),ig(t) —u(t)) <

2
1617

(11.2.100) g IO + acleo(t) = (1)) — (1)

88



Partie IT Chapitre 2  Problémes électro-viscoélastiques

Dand un autre coté, nous dérivons (I1.2.85) et (I1.2.88) par rapport au temps, en soustraire les

égalités obtenues et, nous utilisons la définition de la forme bilinéaire a. pour obtenir
ag(@o(t) — ()W) = ac(to(t) — u(t) 1)) = ac(i,io(t) —u(t)) Vi € W.

Nous prenons maintenant 1) = ¢(t) — @g(t) dans I’égalité précédente pour trouver
(11:2.101) ac(o(t) = p(t),it) — (1)) = as(po(t) = $(2).(t) — pu(?))

Par ailleurs, nous réécrivons (11.2.85) et (I1.2.87) au temps ¢t = 0 et, nous utilisons la consition
initiale

ug(0) = u(0)

et P'unicité de la solution de ’équation variationnelle (I1.2.93) pour voir que

(I1.2.102) ©0(0) = ¢(0) = go.

Nous combinons maintenant (I11.2.100) et (I1.2.101) pour obtenir

01|17~
onluolt) — ult)io(®) < | '4@,*“’ a8
(11.2.103) +ag(@o(t) — ¢(t)p(t) — wo(t))-

Soit s € [0,T]. Nous intégrons 'inégalité précédente sur U'intervalle [0,s], en tenant compte de la
donnée initiale (I1.2.86), (I1.2.89), (I1.2.102) et, nous utilisons la coersivité de la forme bilinéaire ag
et (I1.2.92) pour obtenir

w* 2 HLoo Q
(I.2.104) o) Iy < =55 | e

Nous réécrivons (11.2.85) et (I1.2.88) avec t = s, 1) = y(s ) ©(8) et, en soustraire les égalités

obtenues, ce qui donne

ag(po(s) — @(s)pa(s) = (s)) = ac(ua(s) — u(s)po(s) —p(s)).

Alors, on utlise la coersivité de la forme bilinéaire ag et, la continuité de la forme bilinéaire a. on

obtient

(11.2.105) llpo(s) — o(s)|lw < e ”;* D ug(s) — uls)]v-

Supposons que (I1.2.95) est satisfaite. Alors (I1.2.104) et (I1.2.105) donnent le résultat de conver-

gence (11.2.96), ce qui conclut la démonstration. O

Considérons maintenant le cas ou on a une viscosité homogéne, c’est a dire, le cas ou I’hypothése

(I1.2.95) est remplacée par I’hypothése

O(z) =0 p.p. €
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ou 6 est une constante positive donnée. Dans ce cas [|0]| =) = 0, 0 = 0 et, la convergence (I1.2.95)
est équivalente & § — 0. Alors, de (11.2.96), nous concluons que la solution faible du probléme
antiplan électro-viscoélastique avec la loi de frottement de Tresca peut approcher lorsque la solution

faible du probléme antiplan électro-élastique avec frottement de Tresca, quand la viscosité est petite.

2.5 Probléme électro-viscoélastique avec frottement dépendant
du glissement

Dans cette section, nous considérons le probléme de contact piézoélectrique avec frottement dans
le cas quand le seuil de frottement g dépend du glissement |u| ou du taux du glissement |u|. La
formulation classique de ce genre des problémes peut se déduire directement de (11.2.1)-(11.2.8) en
changeant le seuil de frottement g par g(|u|) ou par g(|t|), respectivement. Alors le probléme antiplan

de contact piézoélectrique avec frottement dépendant du glissement est formulé comme suit.

Probléme (PYRVEV-PE) Tyouver le champ des déplacements u: Q x [0,T] — IR et le potentiel

électrique ¢ : Q x [0,T] — IR tel que

(I1.2.106) div(OVi + pVu) + div(eVep) + fo =0  dans Q x [0,T],
(I1.2.107) div(eVu) — div(BVy) = qo  dans Q x [0,T],
(I1.2.108) u=0 sur Ty x [0,T7,

(I1.2.109) 00,1 + pud,u + ed,p = fo sur Ty x [0,77],

00,1 + pdyu + edyp| < g(|ul),

(IL2.110) 00,0 + poyu + edyp = —g(|u|)|—z| st uw#0 sur T3x][0,T],
(I1.2.111) =0 sur Ty x [0,T7],

(I1.2.112) edyu — O, = g2 sur Ty x [0,T7],

(I1.2.113) u(0) =ug dans Q.

Pour étudier ce probléme, nous supposons que les hypothéses (11.2.9)-(11.2.17) sont satisfaites.

Puis, nous tournons vers la formulation variationnelle du probléme (Pll ‘QV‘EV‘DG)

introduisons les espaces V' et W définis par (1.2.39) et (1.2.40).

, et pour cela, nous
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Dans un premier temps, nous supposons que le probléme avec frottement dépendant du glissement

(P{‘QV'EV'DG) a une solution u € V et ¢ € W. Nous multiplions ’équation (I1.2.106) par un élément

(v — 1) et Péquation (I1.2.107) par un élément 1) € W. Puis, en utilisant la formule de Green (1.2.44)
et, nous tenons compte des notations (11.1.18)-(11.1.20), (II.1.22)-(II.1.24) nous obtenons le probléme

suivant
Probléme (P{‘,QV'EV'DG). Trowver u : [0,T] — IR et ¢ : [0,T] — IR tel que

ag(u(t),v — u(t)) + au(u(t),v —u(t)) + ac(p(t),v — u(t)) +
(I1.2.114) Jlu(®)w) — ju(t),alt) > < fE)w—ult) >y

YoeV, pp. tel0,T],

et

(I1.2.115) ag(e(t) ) — ac(u(t)¥) =< q(t),¥ >w
Vi eW  p.op. te|0,T],

(11.2.116) u(0) = wo,

(P‘f-'QV'EV'DG) sont données par (11.2.20), les

Les formes bilinéaires obtenues dans le probléme
fonctions f(-) et ¢(-) sont données par (I1.2.22) et (11.2.23), respectivement et, la fonctionnelle j(-)

est donnée par:
(I1.2.117) J(u(t)w) = / g(uvda  WweV te[0T).
s

Nous avons le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Théoréme I1.2.11. Supposons que (I1.2.9)-(11.2.17) sont satisfaites. Alors il existe une solution

1.QV.EV.DG
(P )

unique du probléme ayant la régularité :

(11.2.118) ue W2(0,T;V) et e Wh(0,T;W).

La démonstration du Théoréme (I1.2.11) se faite en plusiéres étapes. Nous supposons dans tout
ce qui suit que les hypothéses (I1.2.9)-(I1.2.17) sont satisfaites et, partout ci-dessous, nous dénotons
par c diverses constantes positives qui sont indépendant du temps et dont la valeur peut changer d’un
cas a un autre.

Le couple des fonctions (u,p) qui résout le probleme (I1.2.114)-(11.2.116) s’appelle solution faible

Pé.QV.EV.DG)

du probléme électro-mécanique ( . Nous concluons d’aprés le Théoréme (I1.2.11) que le
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Pé.QV.EV.DG)

probléme antiplan de contact ( admet une solution faible unique, & condition (II.2.9)-

(I1.2.17) sont satisfaites.
a)- Autre méthode

Dans ce paragraphe nous allons présenter la méthode de point fixe qui nous permet de prouver
encore une fois lexistence et 1'unicité de la solution du probléme (I1.2.114)-(11.2.116).
Soit n € C([0,T]; V) donné et, dans la premiére étape, nous considérons le probléme variationnel

intermédiaire suivant
Probléme (Pli}%v'Ev'DG). Trouver le champ des déplacemets u, : [0,T] — V tel que

ag (i (t),0 = 1y (£)) + @y (un ()0 — (1)) + (n(t) 0 — tn(t))v +
(112.119) Fit)0) — Ja(t) = < F(E)w— in(t) >v

Yo eV, t € (0,17,

(11.2.120) u,(0) = uo,

On a le résultat suivant pour le probléme (Pl{;’%V'EV'DG).

Lemme I1.2.12.
(1)- Il existe une solution unique u, € C*([0,T); V') pour le probléeme (Pl{/')%v'EV'DG),
(2)- Siuq € C([0,T];V) et ug € C([0,T];V) sont les deuz solutions du probléme (Pl{;,gV'EV'DG),

alors il exsite ¢ > 0 tel que
(11.2.121) [d1(t) — a2 @)llv < c(lm@) —m@)llv + ui(t) —u2(®)llv) Vvt €[0,T].

(3)- Si, de plus, n € WH2([0,T]; V), alors la solution satisfaite u, € W*2([0,T]; V).

Démonstration. Nous appliquons le Théoréme (II1.1.25) sur 'espace X = V avec le produit
scalaire < -- >y et la norme associée || - ||y, avec le choix a = ag, b = ay,, hy, = f —n. Il est
clair que les deux formes bilinéaires ag et a,, satisfont (II1.1.45) et (II1.1.46), respectivement, et nous
utilisons (I1.2.11) il suit que la fonctionnelle j satisfait la condition (I11.1.47). De plus, nous utilisons
(I1.2.22) et (I1.2.23) et la régularite n € C([0,T];V), il est facile de voir que f —n € C([0,T];V),
c’est & dire h satisfait (III.1.48). Finalement, nous notons que (II1.1.49) est lui aussi satisfait et, si
n € Wt2([0,T); V) alors h = f —n € W2([0,T]; V). Le Lemme (I1.2.12) est une conséquence directe
du Théoréme (11.2.11). |

Dans I'étape suivante, nous utilisons la solution u,, € C'*([0,77]; V) obtenue dans le Lemme (I1.2.12)

pour construire le probléme variationnel pour le champ électrique.
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Probléme (P2£',?7V'EV'DG). Trouver le champ électrique o, : [0,T) — W tel que

(11.2.122) ag(n(t), Vi) — ae(uy(t),4) =< q(t), ¥ >w Yy e W, tel0,T].

Nous avons le résultat d’existence et d’unicité pour le probleme (P2{/'§72V'EV'DG).

Lemme I1.2.13. Il existe une unique solution o, € W42(0,T; W) qui satisfait (I1.2.122). De plus,
S0 pn, €t oy, sont les solutions de (11.2.122) correspondant a ny,m2 € C([0,T]; V') alors, il existe ¢ > 0,
telle que

(I1.2.123) lon (®) = e @llw < cllug, () —u By Ve e0.1]

Démonstration. Soit ¢ € [0,T]. nous utilisons les propriétés de la forme bilinéaire ag et, le Lemme
de Lax-Milgram pour voir qu’il existe un unique élément ¢, (t) € W qui résout (I1.2.122) a chaque
moment ¢ € [0,7]. Nous considérons maintenant ¢1,t2 € [0,7; nous utilisons (I1.2.122) et la coersivité

de la forme bilinéaire ag nous obtenons que

Bllet) —et)liy < lelln@llult) — ut2)llv +
(11.2.124) la(t1) = q(t2)llw llo(tr) — w(t2)llw

ce qui implique que
(11.2.125) () —e(t)llw < clluts) —ult)llv + llq(t) — q(t2)llw)-

Nous concluons que la régularité u, € C*([0,T]; V) combinée avec (I1.2.22) et (I1.2.23) implique
que @, € WH2(0,T; W) ce qui conclut la démonstration. O

Nous utilisons maintenant le Théoréme de réprésentation de Riesz pour définir I’élément An(t) € V

par I'égalité :
(I1.2.126) < An(t),v >v = ac(py(t),v) YveV, tel0,T].

11 est clair pour un 7 € C([0,7]; V) donné, la fonction ¢ — An(t) prolonge dans C([0,T]; V).
Dans I’étape suivante nous montrons que 'opérateur A : C([0,T]; V) — C([0,T]; V') admet un point

unique fixe.
Lemme I1.2.14. I existe un unique 7 € W42(0,T; V) tel que Aij = 1j.

Démonstration. Soient 71, 72 € C([0,T]; V') et notons par u; et ¢; les fonctions u,, et ¢,, obtenues

dans les Lemmes (I1.2.12) et (11.2.13), pour ¢ = 1,2. Soit ¢ € [0,7].
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Nous utilisons (II.2.126) et la forme bilinéaire a. dans la relation (I1.2.20) pour obtenir

[Am(t) = A @)]lv - < cller(t) — @2(8)llw

et tenons compte de (I11.2.121) pour trouver

(11.2.127) [Am(t) = Ana()]lv < cllur(t) — uz(t)l]v
D’un autre coté, on sait que
u;(t) = up + / U;(s)ds
r
et alors

(11.2.128) Jur(t) —ua(t)|lv < Allﬂl(s)—dz(S)\lvdS

Nous utilisons l'inégalité (I1.2.128) dans (I1.2.121) pour obtenir

[ua (£) = d2(t)llv - < (||771(t)—nz(f)\lv+/F\\ﬂ1(8)—ib2(8)||vd8)~

Il suit maintenant de I'inégalité de Gronwalle que

(112.129) [l —ia@lvas < e [ m® - m©lvas

Nous combinons (I1.2.127)-(I1.2.129) pour obtenir

(11.2.130) [An1 () — Ana(t)|lv < C/FHm(t)*?b(t)”VdS

et, nous réécrivons cette inégalité n fois, ce qui donne

n n Cn
[A"n1(t) — A"na(t)|lvy < HHm(t) —n2(O)leo,m5v) -

Cette derniére inégalité montre que sous suffisamment valeurs de n, que A™ est une application
contractante sur ’espace de Banach C([0,T]; V) et, alors, il existe un élément unique 17 € C([0,7]; V)
tel que Arj = 1. 1l suit du Lemme (I1.2.13) que ¢,, € W12(0,T; W) et, donc, la définition (I1.2.126) de
I'opérateur A combiné avec les propriétés de la forme bilinéaire a. implique que Ay € W2(0,T;V);
cette régularité qui est combinée avec ’égalité A7y = 77 montre que 177 € W2(0,7; V) ce qui conclut la

démonstration. m|
Nous avons tous les ingrédients pour prouver le Théoréme (11.2.11).

(a)- Existence. Soit 77 € W12(0,T;V) un point fixe de I'opérateur A, et soit w,;, p,r sont les deux

solutions des problémes (Pl{;,gV'EV'DG) et (P2{/'§]2V'EV'DG)

(I1.2.126) que

, respectivement, pour n = 7. Il suit de

<n(t)w >v = ac(@aie),v) Yo eV, tel0,T]
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et, alors (I1.2.119), (I1.2.120) et (I1.2.122) impliquent que (u,;,¢;) est une solution du probléme
(P2€/'7?V'EV'DG). La régularité (I1.2.118) de la solution suit des Lemmes (I1.2.12) (3) et (I1.2.13).

(b)- Unicité. L’unicité de la solution suit de l'unicité du point fixe de 'opérateur A. Il peut t’obtenir

en utilisant des arguments similaires a ceux utilisés dans [7] et [41].
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Partie 111

Annexe

L’objectif de cette annexe est de faciliter la lecture de ce mémoire. Elle contient quelques
élément d’analyse dans les espaces de Hilbert dans lesquels on étudie les problémes antiplans puis
nous présentons des résultats d’existence et d’unicité pour les inéquations variationnelles elliptiques et
d’évolutions utilisées dans la partie II de ce mémoire. Par ailleurs nous présentons quelques inégalités
utilisées dans 1’étude des problémes antiplans. Pour plus de détails sur cette partie nous renvoyons aux
ouvrages classiques de Brezis [9] et [10]. Nous terminons par quelques inégalités et lemmes souvent
utilisés dans la partie II. Pour plus de détails sur cette partie nous indiquons Adams [1], Brezis [9],

Duvaut et Lions [18], Kikuchi [29], Stromberg [46], M. Shillor et Sofonea [40], [41] et [42].
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Partie III Chapitre 1 Annexe

CHAPITRE

ANNEXE

Dans ce paragraphe nous décrivons le cadre fonctionnel dans lequel on travaille dans la deuxiéme

partie de ce mémoire. X désigne un espace de Hilbert réel muni de son produit scalaire < -,- >x ainsi
., . ’ .

de la norme associée || - || x. On note aussi par X Despace dual de X muni par la norme || - ||y et

par < -, >y, ¢ la dualité entre X et X.

1.1 Quelques résultats élémentaires

Théoréme II1.1.1. ( Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet )
Pour toute fonction ¢ € X', il existe f € X unique tel que

(IIL.1.1) <PU >y x=<u,f >x Vv e X.

En outre on a:

(II1.1.2) lellx = I1fllx-

Ce théoréme montre que toute forme linéaire continue sur X peut se représenter d’une maniére
unique a l’aide du produit scalaire. L’application ¢ — f est une isométrie qui permet d’identifier X

et son dual X .

Définition IT1.1.2. On dit que la suite (z,) C X converge faiblement vers x € X et on note x, — x

St

(I11.1.3) <V,xy, >x —<0,x >x Yo e X.
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Dans ce cas, x s’appelle limite faible de la suite (z,,). En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwartz, il
résulte que si z,, converge fortement vers x dans X, alors la suite x,, converge faiblement vers x dans
X. La réciproque n’est pas toujours vraie. De plus, puisque tout espace de Hilbert est réflexif, on a

les résultats suivants :

Théoréme I11.1.3. Soit (z,) une suite bornée dans X. Il existe alors un élément x € X et une
sous-suite de (x,) notée encore (x,) telle que x, — x. Un élément x € X qui est la limite faible

d’une sous-suite de la suite (x,,) s’appelle point faiblement adhérent a la suite (x,,).

Théoréme II1.1.4. Si la suite (z,) € X posséde un seul point faiblement adhérent x € X, alors
T — x dans X. Autrement dit, le théroéme précédent affirme que si toutes les sous-suites faiblement
convergentes d’une suite (x,,) ont la méme limite faible x, alors la suite (x,,) converge faiblement vers

x.

Théoréme III.1.5. ( Théoréme de point fixe de Banach ) Soit f : X — X une fonction

contractante, c’est-a-dire, il existe une constante positive k €)0,1] tel que

(IIL.1.4) 1£@) - FWllx < Kz —ylx Yoy e X.

Alors il existe un seul point £ € X tel que

(IT1.1.5) Flo) =¢

1.2 Fonctions convexes et sous-différentiabilité

Nous présentons dans ce paragraphe quelques rappels sur les fonctions convexes et sur les fonctions
semi-continues inférieurement, ensuite nous donnons une généralisation de la notion du gradient pour

les fonctions convexes.

Définition II1.1.6. Soit ¢ une fonction définie sur un espace vectoriel réel E et & valeurs dans
Uintervalle | — oo, + oo[. La fonction ¢ est dite propre si elle n'est pas identiquement égale a oo,
c’est-a-dire, s’il existe x € E tel que o(x) < oo.

Définition II1.1.7. La fonction ¢ est dite conveze si

(I11.1.6) otu+ (1 —t)v) <tp(u)+ (1 —t)p(v) Yuw e E, te€]0,l].

Définition II1.1.8. La fonction o est dite strictement conveze si

(I11.1.7) etu+ (1 —t)v) < te(u) + (1 —t)pv) Yupw € E v#u, te|ol]
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Théoréme IT1.1.9. Soit ¢ : X —] — 00, + 00] une fonction convexe et propre. Alors ¢ est s.c.i si

seulement si elle est s.c.i par rapport & la topologie faible de X .

Définition II1.1.10. Une fonction ¢ : X —] — co,00| est dite Gdteaux différentiable au point

u € X, s’il existe un élément Vo(u) € X tel que

(IIL.1.8) lim P8 F V) = 0 ()
o t—0 t

=<pu)w>x WwelX.
Lélément Vp(u) s’appelle le gradient de ¢ en wu.
Définition II1.1.11. La fonction ¢ est dite Gateaux-différentiable si elle est Gateaux-différentiable

en tout point de X ; dans ce cas l'opérateur gradient de la fonction u — Vo(u) : X — X peut étre

caractérisé de la facon suivante.

Lemme IT1.1.12. Soit ¢ : X —] — 00,00] une fonction Gateaua-différentiable. Alors ¢ est convexe

st et seulement si
(I11.1.9) p(v) —p(u) >< Vo(u)w —u>x Yuw € X.

La convexité d’une fonction Géteaux-différentiable peut suggére une généralisation de la notion
du gradient aux fonctions convexes.
Définition IT1.1.13. La fonction ¢ : X —]— 00,00] est dite sous-différentiable en un point u € X
s’il existe f € X tel que

(I11.1.10) o) —pu) >< fo—u>x Yo e X.

L’élément est alors appelé sous-gradient de ¢ en u et, ’ensemble des sous-gradients de ¢ en u est

appelé le sous-gradient de ¢ en u et est noté Op(u) :

(II1.1.11) Op(u) ={feX tel que o)—pu)><frv—u>x YveX}.

Lemme IT1.1.14. Soit ¢ : X —] — 00,00] une fonction sous-différentiable. Alors ¢ est conveze,
propre et semi-continue inférieurement.
Dans le cas d’une fonction convexe, le lien entre 'opérateur gradient et le sous-différentiel est

défini dans le lemme suivant.

Lemme IIL.1.15. Soit ¢ : X —] — 00,00| une fonction conveze et Gateaux différentiable. Alors ¢

est sous-différentiable et

(IT1.1.12) Op(u) = {Vep(u)} pour tout u € X.
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Définition III.1.16.

(a)- La fonction j : X —] — 00, + 00| est dite semi-continue inférieurement si
V(zp)n>0 C X  telleque =z, — 2 dansXona:

liminf(j(x,)) > j(z) quand n — +o0.

n—

(b)- La fonction j : X —] — 00, + 00| est dite faiblement semi-continue inférieurement si
V(zp)n>0 C X  telleque z, =~z dansXona:

liminf(j(z,)) > j(z) quand n — +oo.

n—

Proposition II1.1.17. Soit la fonction j : X —] — 00, + o0] conveze. Alors

j semi-continue inférieurement < j faiblement semi-continue inférieurement.

1.3 Quelques inégalités

Nous présentons dans cette section quelques inégalités élémentaires qui sont utiles dans la partie
IT de cette thése. A cet effet, nous employons au-dessous la notation C([a,b],JR) pour lespace des

fonctions continues a valeurs réelles définies sur I'intervalle compact [a,b] C IR.

Lemme II1.1.18. (Inégalité de Young) Soient p, ¢ € IR deux conjugués tels que 1 < p < oo et
1,1 _ .
st = 1. Alors:

p q
(II1.1.13) < % vy
p q

Démonstration. Soit a,b > 0. On a deux cas a étudier:
e Cas 1 :Sia=0oub=0, alors I'inégalité (II1.1.13) est satisfaite.

e Cas 2 : Supposons que a > 0 et b > 0. Considérons que la fonction f :)0,00] — IR

11
(I11.1.14) fit)y=tr — jgt.

Il est facile de calculer la premiére et la deuxiéme dérivée de la fonction f

(IT1.1.15) £t) = %(ti*l -1
et

vy = Ly a-e
(I11.1.16) f (t)fp(p 1)t
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Puisque p > 1, il suit que la deuxiéme dérivée f” (t) est négative sur lintervalle ]0,00] et donc la
premiére dérivée f/ (t) est une fonction décroissante. 1’égalité f/ (t) = 0 implique que f/ (t) est une
fonction positive sur ]0,1[ et négative ]1,00] et ceci nous permet de déduire que la fonction f(¢) admet

un maximum au point ¢ = 1. Nous concluons que
[y <f1)  vi=0,
donc
1 1

(I11.1.17) tr —1<=(t—1)  Vt>0.
P

On prend t = ‘b’—: dans (IT1.1.17) et, aprés certaines manipulations en tenant compte que % + % =1,

nous obtenons (II1.1.13). m|

Le lemme précédent nous permet d’obtenir le résultat suivant

Lemme II1.1.19. Soit p > 0. Alors

1
p—1 _ < p+1 _ p+1
(IT1.1.18) [ulP™ u(v —u) < P |v] ] ul Vuv € R u #0.

Démonstration.
Soit u et v dans IR, avec u # 0. Il est facile de voir que
(I11.1.19) [ulP~  (u — v) < |ulPv — |ulPT.

Nous appliquons (I11.1.13) pour a = |v|, b = |u|? et pour le couple (p+ 1,%1) d’exposants conjugués;

nous obtenons alors:

p 1
I11.1.20 ulP|v| < ——|vPTt + ——|u|PT.
(11.1.20) o] < 1ol + Lo
L’inégalité (II1.1.18) est une conséquence de (II1.1.19) et (II1.1.20). O

Lemme II1.1.20. (Inégalité de Gronwall) Supposons que f, g € C([a,b]) satisfont l’inégalité

(I11.1.21) ft) <g(t)+ c/t f(s)ds vVt € [a,b],

avec ¢ est une constante. Alors on a:

(I11.1.22) f(t) <g(t)+ c/tg(s)ec(t_s)ds vt € [a,b].

a

De plus, si la fonction g(-) est décroissante, alors nous obtenons :

(111.1.23) ft) < gt)ect=® VY telab]
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Démonstration. Définissons la fonction F'(s) par:
(I11.1.24) F(s) < / f(r)dr Vs € [a,b].

Alors F'(s) = f(s). De hypothése (II1.1.21) nous avons :

’

(I11.1.25) F (s) < g(s) + cF(s) Vs € [a,b].
Donc,
(I11.1.26) (e~ F(s)) <g(s)e™® Vs € [ab].

Soit t € [a,b]. Nous intégrons 'inégalité (II1.1.26) entre a et t et, tenons compte que F(a) = 0; alors

nous obtenons

¢
(I11.1.27) e_CtF(t)g/ g(s)e“ds.
Et alors

¢
(IT1.1.28) F(t) < / g(s)e =) ds.

Nous combinons maintenant (I111.1.21) avec (I11.1.23) pour trouver que:
f#) < g(t) +cF(t)

Nous utilisons (I11.1.25) pour obtenir (III.1.22).

Par ailleurs, si la fonction g est non décroissante, alors (II1.1.22) implique que

(HIIQQ) f(t) < g(t) n g(t)c/t e~ c(t=9) g — g(t)e—c(t—a)’

ce qui conclut la démonstration. O

106



Partie III Chapitre 1 Annexe

1.4 Inéquations variationnelles elliptiques

Dans cette section, nous présentons une classe des inéquations variationnelles elliptiques dont
laquelle notre étude est fondée sur un résumé des résultats d’existence et d’unicité de la solution de
ce genre de problémes. A cet effet, Soit X un espace de Hilbert réel muni par le produit < -,- >x et la
norme associée ||-|| x et, soient a : X x X — IR une forme bilinéaire, la fonctionnelle j : X —]oo,+o0]

et, la focntion f: X — IR et, nous considérons le probléme suivant :

Probléme (PYV). Trouver x € X tel que

(I11.1.30) alzy—z)+jly) —jlx) >< fly—z >x vy € X.

Une inéquation variationnelle sous la forme (II1.1.30) est appelée inéquation variationnelle ellip-
tique de deuxiéme espéce. Nous sommes intéressé a trouver des conditions satisfaisantes afin d’avoir
Pexistence et 'unicité de la solution pour I'inéquation variationnelle (ITI1.1.30). Pour cela, nous posons

les hypothéses suivantes

e Hypothéses :

a:X x X — IR est une forme bilinéaire et

(a) il exists M > 0 tel que
(I11.1.31) lale.y)| < Mlelx lylx Vo€ X,

(b) il existe m > 0 tel que
a(y,y) > mlly|% Vye€ X.

(111.1.32) Jj: X —] —00,00] est une fonctionnelle conveze, propre et s.c.i.

Remarquons que la condition (III1.1.31) nous montre que la forme a(.,.) est continue et coercive.

Alors, nous avons le résultat d’existence et d’unicité suivant

Théoréme II1.1.21. Soit X un espace de Hilbert et supposons que (II1.1.31) et (III.1.32) sont
satisfaites. Alors, pour tout f € X, Uinéquation variationnelle elliptique définie dans le probléme

(PlV) posséde une solution unique x € X. De plus, lapplication f — u est de Lipschitz.

Nous étudierons la dépendance de la solution de [’inéquation variationnelle elliptique définie dans
le probléme (P{-V) par rapport & la fonctionnelle j. A cet effet, nous supposons que (II1.1.31) et
(III.1.32) sont satisfaites, f est dans X, et pour tout p > 0, soit j, une perturbation de la fonctionnelle

J qui satisfait (II1.1.32). Nous considérons le probléme suivant :
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Probléme (PLV). Trouver z, € X tel que

(I11.1.33) a(zp,y —xp) + Jp(y) — dolz,) >< fly —zp, >x Vy € X.

Nous déduisons du théoréme (II1.1.21) que l’inéquation variationnelle elliptique définie dans le
probléme (P{"V) a une solution unique z € X et, pour tout p > 0, l’inéquation variationnelle ellip-
tique définie dans le probléme (P{-Y) a aussi une solution unique notée x, € X. Généralement la
fonctionnelle j, est plus réguliére que la fonctionnelle j par exemple, elle est Gateaux différentiable),
et alors, pour cette raison, I'inéquation variationnelle (II1.1.33) est appelée l’inéquation variationnelle

régularisée de I'inéquation variationnelle (I11.1.30) définie dans le probléme (P{V).
Considérons maintenant les hypothéses suivantes :

e Hypothéses :

1l existe une fonction F tel que F : IR, — IR, tel que

(I11.1.34) (@) ljo(y) =i < F(p) Vye X, pour tout p>0,
(b) lim F(p) = 0.
p—0

(@) Jo(y) >0 Vye X etj,(0x)=0, pourtoutp>D0,

(b) Jo(y) — jly) quand p— 0, Vy € X,

IIL.1.
( 35) (c)  pour toute suite (y,) C X tel quey, ~yeX

on a: lif)njgf(jp(yp)) > j(y).

Nous avons les résultats de convergence suivant :

Théoréme II1.1.22. Sous les hypothéses (I11.1.84) et (111.1.35), la solution x, du probléme (PiV)

converge vers la solution x du probleme (PLV ), c’est-a-dire

(I11.1.36) z,—x dans X quand p— 0.

1.5 Inéquations quasivariationnelles elliptiques

Nous rappelons par la suite quelques résultats sur les inéquations quasivariationnelles elliptiques,
dans lesquelles la fonctionnelle j dépend de la solution. Pour étudier ce genre des problémes; nous
supposons que lespace de Hilbert X définit par (I1.2.45) est muni par le produit scalaire < -,- >x et

la norme || - || x.

Pour tout f € X considérons le probléme suivant :

108



Partie III Chapitre 1 Annexe

Probléme (Pi'QV). Trouver x € X tel que

(I11.1.37) a(lz,y — )+ j(zy) —jlze) >< fy—z >x Vy € X.

Supposons que j satisfait les hypothéses suivantes

e Hypothéses :
j: X xX—R et
(a) Yne X, j(n,.) est conveze et s.c.i sur X .
(IT1.1.38) (b) Jae > 0 tel que
J(myy2) — 3 (usyn) + 3 (2syn) — G (n2,y2) <
allm —nellxllyr — yellx  Vnu,my1,92 € X.

Nous avons le résultat d’existence et d’unicité suivant :

Théoréme II1.1.23. Soit X un espace de Hilbert et supposons que (II1.1.34)-(111.1.35) et (111.1.38)
sont satisfaites. Alors :
Si, de plus, m < «, pour tout f € X, linéquation quasivariationnelle elliptique définie dans le

probleme (P19 posseéde une solution unique.
La démonstration du Théoréme (II1.1.21) fait appel au Théoréme (I111.1.19) ainsi qu’au théoréme

de point fixe du Banach.

Un autre résultat dans 1’étude du probléme (PlI 'Qv) est basé sur les hypothéses supplémentaires

sur la fonctionnelle j: X x X — IR
e Hypothéses supplémentaires :

(I11.1.39) (a) Pour tout 1€ X,j(n,.) est une semi-norme sur X .

(b) Pour toute suite (n,) C X et (z,) C X tel que
(I11.1.40) M —n€EXetx, —axe€X et pourtout y€ X, ona

limsup,, o (1Y) — 3(n,2n) < J(0y) — J(n,2).
(IT1.1.41) (¢) j(zy) —jlz.a)+jly,z) —jyy) <mlz—yl%
Ve, y € X, x #y.

(d) Il existe « < m tel que
(I11.1.42)
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On a le résultat suivant

Théoréme II1.1.24. Soient X un espace de Hilbert, f € X et supposons que (I11.1.81) et (II1.1.32)
sont satisfaites. Alors:

(1) Sous les hypotheses (II1.1.39) et (II1.1.40) il existe une solution du probleme (P-9Y).

(2) Sous les hypothéses (I11.1.89), (II1.1.40) et (II1.1.41) il existe une unique solution du probleme
(PLY),

(3) Sous les hypothéses (I11.1.39), (I11.1.40) et (II1.1.42) il existe une unique solution du probléme
(Pll‘QV) de Lipschitz par rapport f € X.

1.6 Inéquations variationnelles d’évolution

Dans cette section nous allons présenter une description détaillée sur les inéquations variation-
nelles d’évolution. La différence que 'on doit signaler ici consiste dans la présence de la dérivée de
I'inconnue dans la formulation du probléme ce qui rajoute aussi une condition initiale.

Nous commencons par des résultats de base sur ’existence et 'unicité de la solution et, alors,
nous présentons la régularité et les résulats de convergence. Pour cette étude, nous supposons que
lespace de Hilbert V' définit par (1.2.39) est muni par le produit scalaire < -,- >y et la norme || - |y .

Soient a(-,-)y et b(:,")y deux formes bilinéaires sur V, j : V —] — 0o, + o0}, f : [0,T] — V et,

soit ug une donnée initiale. Nous considérons le probléme suivant
Probléme (PYIV-EV). Trouver u: [0,T] — V tel que
(I11.1.43) alu(t)w — a(t)) + ba(t)w — a(t)) + j(v) — j(@(t)) Z< fv—lt) >v

Yo eV, pp t e€l0T],

(I11.1.44) u(0) = up.

Remarquons que (I11.1.43) représente une inéquation variationnelle d’évolution car cette inégalité
contient la dérivée de 'inconnue u. Par conséquent, la condition initiale (I11.1.44) est nécessaire. Dans

Pll.VAEV)

I’étude du probléme de Cauchy ( , nous considérons les hypothéses suivantes

e Hypothéses :

a:V xV — IR est une forme bilinéaire et vérifie
(I11.1.45) (a) il existe M > 0 tel que
la(u,v)| < Mllullv|jvlly  Vup e V,
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b:V xV — IR est une forme bilinéaire symétrique et vérifie
(a) il existe M' >0 tel que
(I11.1.46) [b(u,0)| < M'||ullv||v|ly  Yup e V;

(b) il existe m' > 0 tel que

bw)| > m[lolZ Voe V.

(111.1.47) La fonctionnelle j : X —] — 0o, + 00] est convexe, propre et s.c.i .
(IT1.1.48) fewh2([o,1); V).
(IT1.1.49) ug €V.

Nous avons le résultat suivant :

Théoréme I11.1.25. Soit V' un espace de Hilbert et nous supposons que les relations (II1.1.45)-
(I11.1.49) sont vérifiées. Alors il existe une solution unique v € W42(0,T; V) du probleme (P{-V-EV ).

Par la suite, nous étudions la dépendance de la solution de I'inéquation variationnelle (I11.1.43)
et (II1.1.44) par rapport a la fonctionnelle 5. Pour cela, nous supposons que (I111.1.45)-(111.1.49) sont
vérifices et, soit u € C1([0,T]; V) la solution du probléme (P{V-EV) obtenue dans le Théroéme

(IT1.1.25).

Pour tout p > 0, nous considérons une perturbation j, de j ainsi que le probléme suivant :
Probleme (P}YEV). Trouwver u, : [0,T] — V tel que
(LLL50)  a(up(t)w — () + bluy (£):0 — tip(t)) + +ip(0) — G, (1ip(t) < Fro = 1ip(t) >v

YoeV, pp t e€l0T],

(III.1.51) u,(0) = uo.

Nous rappelons maintenant le résultat suivant :

Théoréme I11.1.26. Sous U’hypothése (I11.1.34), la solution u, du probleme (P{ )"V converge

vers la solution u du probléme de Cauchy (P{-V-EV'), c’est-a-dire

(I11.1.52) lup — ullcro,rvy — 0 quand  p — 0.
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Pll.V.EV)

Considérons maintenant le cas ou b(.,.) = 0. Dans ce cas le probléme de Cauchy ( devient

Probléme (PLV-EV). Trouver u: [0,T] — V tel que
(ITL.1.53) a(ult) o — (1)) + §(0) — (1) >< Foo— ilt) >v

Yo eV, pp t e€l0T],

(I11.1.54) u(0) = ug.

Pour étudier ce probléme nous faisons appel aux hypothéses suivantes

e Hypothéses :

a:V xV — IR est une forme bilinéaire symétrique et vérifie
(I11.1.55) (a) il existe M >0 tel que |a(u,v)] < M||ullv||v|lvy Yu,w € V,

(b) il existe m > 0 tel que |a(v,w)] > m|v|[} Yo e V.

(I11.1.56) La fonctionnelle j:V —] — 0o, + 00| est conveze, propre et s.c.i et
(I11.1.57) fewt20,T;V).
(I11.1.58) ug € V.
1l existe co >0 tel que
(I11.1.59)
a(ug,v) + j(v) >< f(0),v >y —cg Yv € V.

Théoréme I11.1.27. Sous les hypothéses (I11.1.55)-(I11.1.59) il existe une solution unique pour le
probleme (PLV-EV ) ayant la régularité u € WH2(0,T;V).

Dans cette section nous étudions le comportement de la solution de l’inéquation variationnelle

PII'V'EV)

d’évolution définie par le probléme de Cauchy ( lorsque le terme de viscosité s’anulle et

nous prouvons qu’elle converge vers la solution de l’inéquation variationnelle d’évolution (II1.1.53)
et (II1.1.54). Nous supposons que les hypothéses (II1.1.55)-(111.1.59) sont satisfaites et, alors, nous

PQI'V‘EV)

déduisons du Théoréme (II1.1.25) que le probléme ( admet une solution unique u avec la

régularité u € W12(0,T; V).
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Soit maintenant © une famille des paramétres donnés; pour tout § € © nous considérons une
forme bilinéaire notée by qui satisfait les hypothéses suivantes :
by : V xV — IR est une forme bilinéaire symétrique et vérifie
(a) il existe M (6) > 0 tel que
[bo (w,0)| < M (8)[[ul|v]|v]lv Vuw e V;
(b) il existe m'(0) > 0 tel que |bg(v,0)] > m' (0)||v]|3 Vv e V.

(I11.1.60)

En outre, pour tout # € © nous considérons le probléme suivant :
Probléme (P{'X'EV). Trouver u : [0,T] — V tel que

(I11.1.61) a(ug(t),v —up(t)) + blug(t),v — tg(t)) + j(v) > —j(ug(t))+ < fov — tg(t) >v
YoeV, pp t €[0T,

(I11.1.62) ug(0) = ug.

Nous déduisons du Théoréme (II1.1.25) que le probléme (Pl{'av'EV) admet une solution unique
up € W22(0,T; V).
Le résultat suivant nous montre la condition qu’assure la convergence de la solution uy du pro-

bléme (Plly'GV'EV) vers la solution u du probléme (PfV-FV).

Théoréme IT1.1.28. Sous les hypothéses précédentes on a
M'(6)
m'(6)

(I11.1.63) — 0= [lug — ullco,rv) — O

Nous concluons du Théoréme (II1.1.26) qu’on peut approcher la solution de linéquation varia-

PlI'V'EV)

tionnelle d’evolution définie dans le probléme ( par la solution de l’inéquation variationnelle

M (6)
m'(6)
comparaison entre les résultats présentés dans la section concernant 1’étude des inéquations varia-

); si le rapport est suffisamment petit. Finallement une bréve

d’evolution avec viscosité (Pll 'QV'E v

tionnelles d’évolution avec viscosité et les résultats obtenus dans la section concernant 1’étude des

méquations variationnelles d’evolution nous améne aux remarques suivantes :

(a) Sous la méme régularité (c’est-a-dire f € WH2(0,T;V) et ug € V), la régularité de la solu-

PlI.V.EV)

tion du probléme ( est supérieure que la régularité de la solution du probléme (P{-V-EV) (

W22(0,T; V) au lieu de W2(0,T; V), respectivement ).

I1.V.EV
P2

(b) Pour résoudre le probléme ( ) nous avons besoin a d’une hypothése de compatibilité sur

Pll.V.EV)

la donnée initiale (II1.1.58), tandis que la résolution du probléme ( n’a pas besoin d’aucune

hypothése suplémentaire sur la donnée initiale.
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Les deux remarques ci-dessus ménent a la conclusion suivante :

Si on ajoute le terme de viscosité on aura automatiquement un effet de régularisation sur la
solution de linéquation variationnelle d’evolution. Ceci combiné avec un résultat de convergence de
la forme (I11.1.63) justifié I'utilisation des méthodes numériques dans 1’étude du problémes (P{-V-#V),

basées sur la perturbation de [’inéquation variationnelle d’evolution avec le terme de viscosité.

1.7 Inéquations quasivariationnelles d’evolution avec viscosité

Dans cette section nous étudions une inéquation quasivartationnelle d’evolution avec viscositeé,
c’est a dire la fonctionnelle j(-,-) dépend explicitement de la solution u ou de sa dérivée . Nous
commengons par des résultats de base sur ’exsitence et I'unicité de la solution et, alors, nous prouvons
la régularité et les résulats de convergence. Pour cette étude, nous supposons que ’espace de Hilbert

V' définit par (1.2.39) est muni par le produit scalaire < -,- >y et la norme || - ||v.

Soient a(-,-)y et b(-,-)y deux formes bilinéaires sur V, j: V xV — IR, f : [0,T] — V et, soit

ug une donnée initiale. Nous considérons le probléme suivant :

Probléme (P{'QV'EV). Trouwver u : [0,T] — V tel que
(I11.1.64) a(u(t),v —a(t)) + b(u(t),v —a(t)) + j(u(t),v) — jlu(t),u(t)) >< fo—a(t) >y

YoeV, t €]0,T],

(I11.1.65) u(0) = up.

Alternativement, nous considérons le second probléme, ou la fonctionnelle j : V x V — IR est

dépend uniquement de u par

Probléme (PQI‘QV'EV). Trouwver u : [0,T] — V tel que
(II1.1.66) a(u(t),v —a(t)) + b(u(t),v — a(t)) + j(a(t),v) — j(u(t),a(t)) >< fo—a(t) >v

YoeV, t e]0,T],

(I11.1.67) u(0) = up.
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Pour étudier ces problémes nous faisons appel aux hypothéses suivantes :

a:V xV — IR est une forme bilinéaire symétrique et vérifie
(a) il existe M > 0 tel que
la(uv)| < Mlullv[[v]ly  Vupe V.

(b) il existe m > 0 tel que |a(v,w)| > m||v||3, Vve V.

(I11.1.68)

b:V xV — IR est une forme bilinéaire symétrique et vérifie

() il existe M > 0 tel que
(I11.1.69) ,
[b(u,0)| < M |[[ullv||vlly Vuv € V;

(b) il existe m’ > 0 tel que |b(v,w)] >m'[|v]|3 Yve V.

La fonctionnelle j : V x V. — IR est convexe, propre et s.c.i;

a) VneV, j(n,) est conveze et s.c.i sur V.
(I11.1.70) (@) ..

(b) 3a >0 telle que j(n1,v2) — j(ni,v1) + j(n2,v1) — j(n2,v2) <

allm —nzllvilve —v2llv,  Vou,m,v,ve € V.

(IT1.1.71) fecto,r;Vv).

(111.1.72) ug € V.

Nous avons le résultat d’existence et d’unicité de la solution pour cette classe d’inéquation qua-

sivariationnelle d’evolution avec viscosité.

Théoréme II1.1.29. Soit V' un espace de Hilbert et, supposons que (I11.1.68), (III.1.69), et
(I11.1.71)-(II1.1.72) sont satisfaites. Alors:

(1)- 11 existe une solution unique u € C*([0,T]; V) du probleme (P ¢V-EY).
(2)- Si, de plus m' > o, il existe une solution unique u € C2([0,T); V) du probleme (P-9VEY).

Nous terminons cette section par une présentation d’un résultat de régularité de la solution u du

PII.QV.EV) ot (P2I.QV.EV)

probléme ( , respectivement.

Théoréme II1.1.30. Sous les conditions posées dans le Théoréme (I11.1.27), dénotons par u la
solution des (P{'QV'EV) et (P;‘QV'EV), respectivement et, supposons de plus que la fonction f(-)
satisfait :

fe W1’2(0,T; V)  pour certains p € [1,00].
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Alors :

Pll.QV.EV) ot (PQI.QVAEV)

La solution du probléeme ( , respectivement, a la régularité

(IT1.1.73) u € W22(0,T; V).
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