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Introduction Générale

Cette these est composée de deux parties totalement indépendantes :

Dans la premiere partie, on s’intéresse aux résultats de compacité intervenant en
théorie du transport. Ils sont liés au comportement asymptotique, lorsque ¢ — o0,
des solutions du probleme de Cauchy associé a des classes d’équations de type neutron-
ique apparaissant en cinétique des gaz complétées par des conditions aux bords générales.
Le travail réalisé dans cette partie utilise des approches simples et différentes de celles

établies par les autres auteurs.

La deuxieme partie a pour theme central I’étude de certaines classes de perturbations

ainsi que d’autres résultats rentrant dans le cadre de la théorie de Fredholm.

Afin de rendre ce travail plus autonome et de limiter les renvois systématiques a
la littérature, on a rappelé dans le premier chapitre quelques résultats classiques et

définitions dont on fera 'usage dans ce travail.

L’objectif du chapitre 2 est de montrer la compacité des opérateurs (A — Tx) 'K
et K(\ — Ty)™! dans le cadre multidimensionnel pour des conditions aux bords assez

générales et sous certaines conditions sur la mesure du.

Les résultats de ce chapitre sont obtenus par K. Latrach [85], néanmoins, la technique
utilisée ici est plus simple ; elle est basée sur les résultats de M. Mokhtar-Kharroubi dans
le cadre neutronique et sur le fait que la propriété de compacité est héritée en passant

aux restrictions.

Dans le troisieme chapitre, nous étudierons le comportement asymptotique des solu-
tions du probleme de Cauchy (associé & une équation de transport) avec des conditions
aux bords réflexives et périodiques moyennant la théorie des semigroupes, les résultats

de domination et d’interpolation dans les espaces L,(1 < p < 00) ce qui nous permettra

5
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de montrer la compacité d’ordre 1, R4 (t), de la série de Dyson-Phillips. (On note que le

probléme est toujours ouvert pour p = 1).

Au chapitre 4, on montre que si X est un espace réflexif hériditairement indécomposable

de type Gowers et Maurey, alors on a les inclusions suivantes:

S(X x X, X)CF (X xX,X), CS(X", X" x X*) CF_(X*, X" x X7),
S (H XZ-) - (H Xi) et s (H Yi> CF (H m)
i=1 i=1 i=1 =1
(ou X; = X, Y, = X* pour tout i« = 1,--- ,n et n > 2) pour des classes d’opérateurs

semi-Fredholm supérieures et inférieurs bornés et non bornés.

Les deux dernieres inclusions sont basées sur un résultat affirmant que si le spectre
essentiel (de Wolf) de chaque opérateur borné sur un espace de Banach X est un ensemble
maigre (d’intérieur vide) alors, on a nécéssairement F*(X) = F%(X) = F°(X) . Notons
que cette classe d’espaces de Banach ayant cette propriété contient en particulier celle
des espaces hériditairement indécomposables. L’étude faite dans ce chapitre a permi de

donner des réponses a quelques questions qui sont restées longtemps ouvertes.

Il est bien connu que la théorie de Fredholm est un outil indispensable pour la
résolution des équations de la forme (I — T)u = f (alternative de Fredholm). Moyen-
nant les propriétés remarquables de la mesure de non compacité d’un opérateur borné,
on établit quelques résultats généralisant ceux obtenus dans cette direction par pas mal
d’auteurs (voir [76], [77], [78], [84], [127]) et donnant une nouvelle caractérisation du spec-
tre essentiel de Schechter d’un opérateur linéaire fermé a domaine dense dans un espace

de Banach. Ceci fait 'objet du chapitre 5.

0.1 Partiel

On considere le probleme d’évolution suivant :

(a—¢(x,v,t) = —0.V(z,v,t) — o(z,v, t)(z,v,t) —i—/ k(z,v,v")(z, v t)du(v’)
ot v

=Ty + K
w(.T,y,O) = ?/JO(SC,U) (%,U) ceQxV
\wh“_(xﬂU?t):H<¢|F+)($,U,t) (l‘,U) el'_, t>0.

(0.1)
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ou {2 est un ouvert borné régulier de R” (n > 1), V désigne le support d’une mesure
de Radon positive sur R"” et ¢y € X, = LP(Q x V,dzdu(v))(1 < p < +00),0(.,.) €

L>(2 x V). Le noyau k(.,.,.) est une fonction mesurable telle que I'opérateur

K :y(z,v) € X, — / k(z,v,0")(x,0")du(v") € X,
v
est borné.

Les ensembles I'_ (resp. [I',) représentent la partie rentrante (resp. sortante) de

I’espace des phases 2 x V :
Iy ={(z,v) € 92 xV ;tv.n(z) > 0}

ou n(x) est la normale unitaire extérieure au point x € 95).

Les conditions aux bords données dans le probleme (0.1) signifient que le flux rentrant
Y. est relié au flux sortant @/J|F+ par un opérateur linéaire H supposé borné sur des

espaces de traces convenablement choisis.

Dans cette partie, on aborde ’étude du comportement asymptotique, t — +oo, des
solutions du probleme de Cauchy précédent lorsque l'opérateur frontiere H modélise des
conditions aux bords générales ; cette question est liée a des résultats de compacité.
En effet, en théorie du transport, ’étude du comportement asymptotique remonte aux
travaux de J. Lehner et M. Wing [78, 88] et K. Jorgens [65,66]. Pour cette analyse, on
dispose essentiellement de deux approches, la premiere consiste a exprimer la solution
comme transformée de Laplace inverse de la résolvante de 'opérateur Ty + K comme cela
a été fait pour des modeles particuliers. Cette technique a été systématiquement utilisée

par Mokhtar-Kharroubi [101, 102]. Elle est basée sur deux arguments:

e (i) 3m € N tel que [(A — Tx) LK]™ est compact pour Re A > n.

e (i) lim ||[(A—=Tyx)'K]™]|| = 0 uniformément sur {Re A > w > n}
‘Im)\|—>+oo
olt n est le type du semigroupe (e/T# ¢t > 0). Ainsi, si (i) et (ii) sont satisfaites, il est
possible de décrire le comportement des solutions (quand ¢ est assez grand) pour des

données initiales assez régulieres.

La seconde approche, dite du semigroupe, due a Jorgens-Vidav (c¢f. [65, 66], [139,

140]) est basée sur la compacité d’un reste de la série de Dyson-Phillips. Cette approche
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a 'avantage de n’imposer aucune condition sur la donnée initiale. Dans le cadre du
transport neutronique (H = 0), cette technique a été souvent exploitée par de nombreux

auteurs (cf. [79, 101, 102,... ]).

On a, sous certaines conditions sur 'opérateur de collision K, le reste d’ordre 1 de la
série de Dyson-Phillips R(t) est compact sur L,(1 < p < +00). La possibilité d'un tel
résultat est die au fait que ces restes sont calculables parce que I’expression du semigroupe

e!To est explicite.

Malheureusement, lorsque H est un opérateur borné vérifiant ||H|| < 1, Ty engendre
un C%semigroupe non explicite et donc il est difficile de montrer la compacité d'un reste de
la série de Dyson-Phillips (H # 0). Toutefois, pour des conditions aux bords périodiques
et réflexives, on a pu établir 'expression du semi-groupe (U (t),t > 0) engendré par
Ty. D’autre part, typiquement, dans les domaines bornés €) et particulierement pour
des opérateurs de collisions réguliers lorsqu’une puissance [(A — T) 1K™ est compact,
o(T + K) (le spectre de opérateur Ty + K') se compose du demi-plan {\,Re A > —\*}
(—A* est l'abscisse spectrale de Thq) et, au plus, a des valeurs propres isolées {\; }ier,
(Re A; > —\*), de multiplicités algébriques finies, ou {);, Re A; > —a} est au plus un
ensemble fini pour tout a > —\*, ce qui montre I'intérét de la compacité d'une itérée de

I'opérateur [(A — Ty) 1K]™ pour I'étude du comportement asymptotique des solutions.

0.2 Partie 11

Cette partie est composée de deux chapitres.

Etant donné deux espaces de Banach X et Y, on note C(X,Y) I'espace des opérateurs
linéaires fermés a domaines denses de X dans Y et L(X,Y') I'espace des opérateurs bornés
de X dans Y. Si A € C(X,Y), N(A) (resp. R(A)) désigne le noyau (resp. l'image) de
A. Sion pose a(A) = dim[N(A)], (A) = Codim[R(A)], ¢ (X,Y) (resp. P_(X,Y)) est
défini comme étant I’ensemble des opérateurs A € C(X,Y) vérifiant o(A) < 400 et R(A)
fermé (resp. B(A) < 400). On désigne par ®(X,Y) I'ensemble ¢ (X,Y)NP_(X,Y);
c’est 'ensemble des opérateurs de Fredholm. Si A € ®(X), on appelle I'indice de A le
nombre entier i(A) = a(A) — B(A).
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Si FF e L(X,Y), on dit que F' est une perturbation de Fredholm si pour tout A €
O(X,Y), A+ F € ®(X,Y), F est une perturbation sur semi-Fredholm (resp. sous
semi-Fredholm) si A + F € &, (X,Y) pour tout A € &, (X,Y) (resp. si A+ F €
¢_(X,Y) pour tout A € ®_(X,Y)). Les ensembles des perturbations de Fredholm,
sur semi-Fredholm et sous-semi Fredholm sont notés, respectivement F(X,Y), F, (X,Y)
et F_(X,Y). D’autre part, on va noter par ®°(X,Y), ®% (X,Y) et ®* (X,Y) les en-
sembles ®(X,Y)NL(X,Y), . (X, Y)NL(X,Y),®_ (X, Y)L(X,Y) et les ensembles
F(X,Y),F5(X,Y) et F*(X,Y) sont les classes qui leur sont associées. Il est bien connu
que:

FPUX,Y)=F(X,)Y) si  X,Y)#0D.

D’autre part, si X = Y alors F(X),F%(X) et F°(X) forment des idéaux bilateres
fermés de L(X). Un des problemes importants dans I'étude de ces classes est la re-
lation entre ’ensemble des opérateurs strictement singuliers (resp. strictement cosin-
guliers) et celle des perturbations semi-Fredholm supérieurs (resp. I’ensemble des pertur-

bations semi-Fredholm inférieures), en d’autres termes, existe-t-il des espaces de Banach

X1, Y1, X0, Y5, 71, Z5 (X1 # Y1, Xo #Y5) tels que les inclusions
S(X1,Y1) € F (X1, Y1), CS (X, Ya) € F (X5, Y2),5(Z1) C F(Z1) et CS(Zy) C F(Zy)

soient strictes? Ce probleme a été posé par plusieurs auteurs, il date depuis le fameux pa-
pier de I. Gohberg, A. Markus et A. Feldman [49], il a fallu plus de 40 ans pour le résoudre.
Plus précisément, Il a fallu la découverte des espaces hériditairement indécomposables par
T. Gowers et B. Maurey pour donner des réponses positives a la question mentionnée au

dessus.

Dans le chapitre 5, on va établir quelques nouveaux résultats intéressants en théorie
de Fredholm. Soient X un espace de Banach, A € L(X) et soient P et () deux polynomes
complexes, désignons par ¢ la fonctionnelle de la mesure de non compacité définie sur
L(X), soit A\g € C avec P(\g) # 0 et @ divise P — P()g), si on suppose que 6(P(tA)) <
|P(A\o)| pour tout ¢t € [0,1] et Q(0) # 0 alors QQ(A) est un opérateur de Fredholm d’indice 0.
L’étude faite dans ce chapitre a permi de trouver un cadre assez général unifiant tous
les résultats déja connus dans la littérature, de plus, elle nous donne une nouvelle car-
actérisation du spectre essentiel de Schechter d’un opérateur linéaire fermé a domaine

dense sur un espace de Banach quelconque.
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| , 1
Chapitre
Notions Préliminaires et Rappels

Dans ce chapitre, on rappelle quelques définitions et résultats classiques sur la théorie de

Fredholm et les semigroupes fortement continus.

1.1 Théorie de Fredholm et spectres essentiels

Etant donné un espace de Banach X, on note C(X) l'espace des opérateurs linéaires
fermés a domaines denses, pour tout A € C(X), &4 désigne I'ensemble des scalaires
A € C tel que A — A € &(X). Dans la proposition suivante, on donne quelques propriétés

bien connues de cet ensemble.

Proposition 1 (c¢f. [48], [69])

(1) ®4 est un ensemble ouvert.

(ii) ¢(A — A) est constant sur chaque composante connexe de D 4.

Enoncons & présent le théoréme d’Atkinson (cf. [84]) :

Théoreme 2 Soient X,Y et Z des espaces de Banach. Si A € ®(X,Y) et B €
O(Y,Z), alors BA € ®(A,Z) et

i(BA) = i(A) +i(B)

11
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Désignons par K(X,Y) le sous-espace fermé des opérateurs compacts de X dans Y. Le
théoreme suivant est une extension aux opérateurs de C(X,Y’) du théoreme classique de

Riesz.

Théoreme 3 Soient A € ®(X,Y) et K € K(X,Y), alors

A+ K ed(X,Y) et i(A+K)=i(A)

Il est bien connu que si A est un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert,
alors son spectre essentiel est 'ensemble des points limites de son spectre, c’est a dire
tous les points du spectre excepté les valeurs propres isolées de multiplicité algébriques
finies. Lorsque A est fermé a domaine dense sur un espace de Banach X, il y a plusieurs
définitions du spectre essentiel qui coincident toutes pour le cas auto-adjoint sur un espace
de Hilbert. Aux moins six ont été mentionnées dans la littérature (voir cf. [76], [77], [78]).

Plus précisément, Soient X un espace de Banach et A € C'(X), on définit les spectres

essentiels :
de Gustafson ge1(A) = {AeC:A-A¢d,.(X)}
de Weidman  0,(4) = {AeC: A-A¢P_(X)}
de Kato 03(4) = {0 e€C:A-A¢ D (X)UP_(X)}
de Wolf  0.4(A) = {AeC:A-A¢P(X)}
de Schechter  o.5(A) = C~\ p5(A4)
de Browder  o,4(A) = C\ ps(4)

ou
ps(A) ={A € D, :i(A\—A) =0} et pg(A) = {\ € p5 : tout scalaire voisin de A est dans p(A)}.
On note, qu’en général, on a les inclusions

0e1(A) N0ea(A) = 0, (A) C 0ea(A) C 0e5(A) C 0e6(A).

On rappelle une autre caractérisation du spectre de Schechter. Soit A € C(X), on définit

oe5(A) par

M. Schechter a établit une équivanlence entre (*) et le résultat suivant :

12
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Théoreme 4 Soit X un espace de Banach et A € C(X). Alors,

Ados(Ad) < Aed={redy:i(A—A) =0l

Soient X et Y deux espaces de Banach et A € C(X,Y). Pour tout x € D(A) (le
domaine de A), on pose

[zl = [lllx + [[Az]]y-

Comme A est fermé, D(A) muni de la norme |[|.|[4 est un espace de Banach que nous
notons X 4. Ainsi, A en tant qu’opérateur de X 4 dans Y est borné. Soit J un opérateur
de X dans Y. Si D(A) C D(J), alors J est dit A-défini. Dans ce cas, on désigne par J la
restriction de J & D(A). De plus, si J € L(X 4, X) on dit que J est A-borné.

Définition 1 Soient X et Y deuz espaces de Banach, T € L(X,Y) est dit strictment
singulier si sa restriction a chaque sous-espace fermé de dimension infinie n’est pas un

isomorphisme.

On note $(X,Y) l'ensemble des opérateurs strictement singuliers de X dans Y. Si
X =Y, on écrit §(X). Le concept d’opérateurs strictement singuliers a été introduit par
T. Kato [69] comme généralisation des opérateurs compacts. A noter que tout opérateur
compact est strictment singulier, la réciproque est en général fausse. Néanmoins, si X est
un espace de Hilbert séparable et X =/, (1 < p < +00), on a K(X) = S(X). De plus,
8(X) est un idéal bilatere fermé de L(X) (cf.[97]).

Soit X un espace de Banach et N un sous-espace fermé de X. On désigne par 7y
la surjection canonique X — X/N. La codimension de N, codim(V), est définie comme

étant la dimension de ’espace vectoriel X/N.

Définition 2 Soit X, Y deux espaces de Banach et T € L(X,Y). T est dit strictment
cosingulier s’il n’existe pas des sous-espaces fermés de codimension infinies (codim(N) = o0)

tel que l'application wn soit surjective.

On désigne par C8(X,Y’) I'ensemble des opérateurs strictment cosinguliers de X dans
Y. Cette classe d’opérateurs a été introduites par A. Pelczynski [114], [115], 'ensemble
C8(X,Y) est un sous-espace fermé de L(X,Y). Lorsque X =Y, C8(X) est un idéal
bilatere fermé de L(X) (cf. [141]).

13
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Notons que les trois familles de perturbation de Fredholm, sur semi-Fredholm et sous-
semi Fredholm ont été initialement introduites dans [49] pour les opérateurs de Fredholm

et semi-Fredholm bornés c’est-a-dire
'(X,Y) = (X, V)[|L(X,Y), )\ (X,V)=0,(X,Y)[)L(X,Y)

et
O (X,Y) = _(X,Y)[)L(X,Y).

Ces ensembles seront notés, respectivement F°(X,Y), F,(X,Y) et F° (X,Y). On rappelle
qu'ils sont tous fermés dans L(X,Y) et que, lorsque X =Y, F*(X), F%(X) et F*(X) sont

des idéaux bilateres fermés [49]. De plus, on a

C 8(X,Y)CF(X,Y) CF(X,Y), (1.1)

C C8(X,Y)C T (X,Y)CF(X,Y). (1.2)

Notons que l'inclusion §(X,Y) C F%(X,Y) est diie a T. Kato [69], tandis que 'inclusion
C8(X,Y) C F°(X,Y) a été obtenue par Vladimirskii [141].

Soient X un espace de Banach et R € L(X). Par définition R est dit de Riesz
si &g = C\ {0}. Pour les propriétés de cette famille d’opérateurs notée R(X) , on
pourra consulter [31]. Toutefois, on signale le fait important que R(X) n’est pas un
idéal de L£(X), M. Schechter a montré que F°(X) est le plus grand idéal de L(X) (au
sens de l'inclusion) contenu dans R(X). On déduit alors en vertu de (1.1) et (1.2)
que les ensembles K(X),8(X), C8(X),F%(X) et F* (X) sont contenus dans R(X). Par
conséquent si R est dans I'un des ensembles, alors son spectre admet 0 comme unique

point d’accumulation.

On termine cette section par rappeler un lemme fondamental qui va jouer un role

essentiel dans le cadre du chapitre 5.

Soit By la boule unité fermée de ’espace de Banach X, on définit la mesure de non-

compacité d’un ensemble borné A C X par
d(A) =inf{o > 0: 3 M sous-ensemble fini de X tel que A C M + 0Bx}.

Il est clair que §(A) = 0 si et seulement si A est un ensemnle relativement compact dans

X. De plus, pour tout T' € L(X), 6(T') est défini comme étant le nombre 6[T'(Bx)].

14
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Lemme 5 Soit X un espace de Banach, alors

SiACBCX, onad(A) <iB).

SiT € L(X), alors 0 est une semi-norme sur L(X) et 6(T) < ||T|.

Si B € L(X), alors 6(BT) < 6(B)(T).

Si K € K(X), alors §(B + K) = 6(B) pour tout B € L(X)
o Si A* désigne le dual de l'opérateur A, alors

SO(A") < 5(4) < 25(4%).

1.2 Théorie spectrale des opérateurs

Soit X un espace de Banach et T': D(T) C X — X un opérateur non borné que l'on

suppose fermé et a domaine dense. On appelle ’ensemble résolvant de T, I’ensemble

p(T)={\eC,A\—T:D(T) — X est bijectif}.

Son complément dans le plan complexe s’appelle le spectre de T' et sera noté o(7"). On
notera que si A € p(T), Vinverse R(\,T) = (A — T)~! est défini sur tout espace et est
fermé. Par le théoréme du graphe fermé, il est borné, c’est-a-dire : R(\, T') € L(X).

Cet opérateur est appellé la résolvante de T" au point A. L’ensemble résolvant p(T) est

un ouvert du plan complexe et ’application
A€ p(T)— R(N\T)

est analytique sur chaque composante connexe de p(7"). La résolvante vérifie I'équation

fonctionnelle, dite identité de la résolvante, suivante

R(\T) — R0, T) = (Ao — VRN T)R(No, T), A, Xo € p(T).

Le spectre de T' est un fermé de C, et si de plus T" est borné alors o(7") est un ensemble

compact non vide. On appelle alors rayon spectral de T', le nombre que ’on note

ro(T) = max{|\| : A € o(T)}.

15



Jhese Université de Constantine K. Saoudi

Lorsque T n’est pas borné, un parametre utile pour localiser son spectre est donné par
I’abscisse spectrale

s(T) =sup{ReX: A € o(T)}

avec la convention s(T) = —oo si 0(T) = 0 et s(T) = +oo si ensemble {ReX : X €

o(T)} N[0, 400 est non borné et qui permet de définir le spectre périphérique par

o (T)={A€a(T):Re(N) =s(T)}.

Donnons a présent la structure du spectre. Le premier sous-ensemble important du

spectre est le spectre ponctuel
,(T) ={X € C/tel que A =T : D(T) — X n’est pas injectif}.

Un élément de 0,(T") est dit valeur propre de 7', s'il lui correspond un z non nul appartient
a D(T) tel que (A — T)x = 0 que l'on appelle vecteur propre (fonction propre lorsque X

est un espace fonctionnel) correspondant a A.

On définit le spectre approché de T par
Oap(T) = {A/AX =T :D(T) — X n’est pas injectif ou & image non fermée}.

(L’image d’un opérateur non borné A est défini par { Az : © € D(A)}). Le spectre résiduel

est donné par
o.(T) ={A € C/tel que A\ — T : D(T) — X est a image non dense}.

On a toujours

0(T) = 00| Jor(T) et 0,(T) C 00p(T).

La proposition suivante donne une autre caractérisation du spectre approché :

Proposition 6 Soit A € o(T). Alors A € 0,,(T) si et seulement s’il existe une suite
(xn)n C D(T), dite suite approximante, telle que

o] =1 et [|(A=T)(zn)|] — 0 quand n — +oo.

Notons que le spectre essentiel de Schechter défini précédemment est un ensemble fermé de

o(T). 1l repésente la partie de o(7") invariante par perturbation de 7" par tout opérateur
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compact. On a donc oe5(7T + K) = 0., (T). Ces résultats ont été raffinés par K. Latrach
et A. Dehici [78] moyennant la classe des perturbations de Fredholm F°(X).

Lorsque X est de dimension infinie et T" est un opérateur borné, o.;(7") est un ensemble

compact non vide, son rayon spectral essentiel est défini par

res(T) = max{|\| : A € 0.5(T)}

Signalons aussi le résultat de stabilité du spectre essentiel di a M. Schechter [126], [127],
[128].

Proposition 7 Soient T et S deux opérateurs fermés a domaine dense dans X . Sl
existe X € p(T) N p(S) tel que RN\, T) — R(\, S) soit compact, alors

0e5(T) = 0e5(9).

Ce résultat est d’un intérét majeur, il a été étendu aussi par K. Latrach et A. Dehici
au cas des perturbation strictement singulieres. Cet intérét provient du fait qu’il peut
déterminer le spectre eseentiel de I'opérateur de transport avec des conditions aux bords
compactes, strictement singulieres, en connaissant seulement celui du cadre neutronique

(H = 0).

1.3 Théorie spectrale des semigroupes

Commencons par rappeler la définition d’un semigroupe fortement continu, noté Cp-

semigroupe.

Définition 3 On appelle Cy-semigroupe sur un espace de Banach X, toute famille (S(t),t >

0) d’opérateurs bornés sur X tels que

o T(t+s)=T()T(s) pour tous t,s € RT
o T(0) = Idx (l'opérateur identité sur X ).

) 1ir%||T(t)x —z|| = 0 pour tout x € X.
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Le générateur A du semigroupe (S(T"),t > 0) est Popérateur défini sur le domaine
U(t)r —
D(A) = {x € X tel que lir% y existe} ,

par

Remarque : le semigroupe (S(¢),¢ > 0) admet un unique générateur sur X.

Proposition 8 Soit (S(t),t > 0) un Cy-semigroupe sur X alors il existe deuz con-
stantes w > 0 et p > 1 telles que

1S@)]| < pe®t, Wt > 0.

De plus, pour tout x € X, 'application ¢ — S(¢)x est continue de RT dans X. L’existence

des nombres p et w est une conséquence du théoreme de Banach-Steihauss ([22], [50], [63]).

Siw = 0, le Cy-semigroupe (S(t),t > 0) est dit uniformément borné. De plus, si p = 1,

on dit que (S(t),t > 0) est un semigroupe de contraction.

Le nombre w est le type du semigroupe (S(t),t > 0). Il est défini par

R [anS( >||} o Glsell
t>0 t

On note que le type w du semigroupe (S(t),t > 0) possede les propriétés suivantes :

t—o0 t

a) 1, (S(T)) = et (t >0).
b) s(A) < w ce qui montre que {A € C tel que Re A > w} C p(A).

c¢) Pour tout A € C avec Re A > w on a R(\, A)x = / e MS(t)dt (x € X).
0

On note que la propriété c) affirme que la résolvante de A est la transformée de Laplace
du semigroupe. Le théoreme de Hille-Yoshida donne une caractérisation des générateurs

des Cop-semigroupes (cf. [63], [113]).
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Théoréeme 9 un générateur infinitésimal A du Cy-semigroupe (S(t),t > 0) vérifie
1S@)|| < M.e*® t>0

st et seulement si

(i) A est fermé et D(A) = X.

M

() Ju, +o0IC p(4) et [|(BOA, )l < ps—o

Rel > w, n € N).

Définition 4 Un Cy-groupe sur X est une famille d’opérateurs (S(t),t € R) C L(X)
vérifiant les conditions de la définition 3 ot R" est remplacé par R. Le générateur A d’un
Co-groupe (S(t),t € R) sur X est défini par

S(t)x —x

Az = lim
t—0

Le domaine D(A) de A est I’ensemble de tous les x € X pour lesquels la limite précédente

existe.

On note que A est générateur d'un Cy-groupe (S(t),t € R) si et seulement si £A4

engendrent des Cp-semigroupes Sy (t). Dans ce cas,

Si(t), t>0

S(t) =
S_(—t), t<0

On note que si T est le générateur d'un Cy-semigroupe (S(t),t > 0) d'un espace de Banach

X, alors le probleme de Cauchy

du
E(t) =Tu(t) t>0
u(0) =up € X

admet une solution unique donnée par u(t) = S(t)uo.

La connaissance du spectre du semigroupe est un outil de base pour la compréhension

du comportement asymptotique de la solution u(t) lorsque t — +o00.

Dans le cas ou T' est un opérateur borné, ceci se traduit par un théoreme d’application

spectrale complet interprété par l'identité

o (eT)\ {0} =D ={eM: Xeo(T)}.

19



Jhese Université de Constantine K. Saoudi

Malheureusement, dans le cas général, on a une inclusion stricte
"M c o (U(t)).

(Pour des exemples ou 'inclusion précédente est stricte, on peut consulter [57]). Le fait
que I'égalité n’est pas satisfaite provient du spectre approché o,,(.) et en particulier du
spectre continu car le théoreme de 'application spectrale est vérifié pour les deux autres

types de spectres, c’est a dire le ponctuel et le résiduel, en d’autres termes, on a seulement
etoer(D) oap (U(2)) .

Le manque d’'un théoreme d’application spectrale complet a poussé plusieurs auteurs a
chercher des théoremes d’applications spectrales qui se traduisent par I'existence des réels

r < s(T) tels que
a(SH)N{n:|n >e"} =D n{e™: Re >r}.

Remarque : On note que si le théoreme de I'application spectrale a lieu alors le type du

semigroupe S(t) coincide avec 'abscisse spectrale de son générateur (w(S(T)) = s(71)).

1.4 Type essentiel et comportement asymptotique

Soit (S(t),t > 0) un Cy-semigroupe dans L(X) de type w. Le type essentiel de (S(¢),t > 0)
est we € [—00,w] défini par
wo = lim en[5(S(8)] = inf{A € R : 3M, 5(S()) < MeM).

t—o00

ou ¢ est la fonctionnelle de la mesure de non compacité définie dans [152]. De plus, on a
r.(S(T)) = e¥".
L’existence de ce réel a été démontré par L. Weis [152]. De plus, il vérifie
w(S(t)) = max{s(T) : w.(S(T))}.

Expliquons maintenant pourquoi le type essentiel w, est lié au comportement asympto-

tique du semigroupe.
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Soit (S(t),t > 0) un Cy-semigroupe, 1" son générateur et w son type. Si w, < w, alors
pour tout « tel que w, < a < w, o(T) N{A,ReX > a} est formé d’un ensemble non vide
fini de valeurs propres de multiplicités algébriques finis. De plus la projection spectrale
P, correspondant a 'ensemble {\ € o(T') : Re\ > a} commute avec S(t) et il existe une
constante C, telle que

IS(H)(I — Pa)|| < Coe™.

Donc le comportement asymptotique du semigroupe (S(t),t > 0) est déterminée par sa
partie dans 'espace de dimension finie P,(X). De plus, si X est un espace de Banach
lattice et S(t)i>p est un semigroupe positif, alors {A € o(T) : ReX > w — ¢} = {&}
pour ¢ suffisament petit et si {S(¢) : t > 0} est irréductible (¢f. [102, Chapitre 5]) alors
w est algébriquement simple (de multiplicité 1) et la projection spectrale associée est

strictement positive (voir [102, Chapitre 5] pour plus de détails).

1.5 Perturbations bornées

Commencons cette section par rappeler le théoreme classique des perturbations diu a

Phillips [63], [113].

Théoreme 10 Soient X un espace de Banach et A le générateur infinitésimal d’un
Co-semigroupe (S(t),t > 0) sur X wvérifiant ||S(t)|| < M.e**. Si B € L(X), alors
A+ B engendre un Cy-semigroupe (T(t),t > 0) sur X vérifiant

IT(@)]] < Mel+MIBDE ¢ > 0,
De plus, pour tout v € X ett >0, on a

T(t)x = S(t)x + /Ot S(t — )BT (s)xds (%)

On note que le semigroupe (7'(t),t > 0) est donné en itérant I’équation (*) au moyen de

la série de Dyson-Phillips

7(t) = 3 13(0) (+2)
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ou To(t) = S(t) et Ty(t fo _1(t —s)ds (j > 1). La série (*x) converge dans
L(X) uniformément sur les intervalles bornés. De plus, le reste d’ordre n de cette série

est donnée par

/ S(s1)B...BS(s,)BT (t—isi> dsy ---ds,

s1+++sn<t,5;>0 =1

L’intérét des perturbations réside dans le fait que dans la plupart des situations les
problemes rencontrés n’ont pas des solutions classiques, comme dans le cas de 'opérateur
de transport (ils ne sont pas auto-adjoints ni & résolvantes compactes) mais ils peuvent
s’écrire sous la forme d’une perturbation d’opérateurs dont I’étude spectrale est plus au
moins connue. Le recours aux techniques de perturbations permet d’obtenir des résultats

spectraux importants aussi bien pour le générateur que pour le semigroupe.

Présentons maintenant le théoreme fondamental suivant qui illustre le role de la com-
pacité d’un reste de la série de Dyson-Phillips dans I’étude du comportement asympto-

tique.

Théoreme 11 On suppose que X est l'un des espaces L,([0,1]). Alors, avec les
meémes notations ci-dessus, st un certain reste de la série de Dyson-phillips est compact

pour t > to, alors

En particulier, [’ensemble

o (T(t))n{n:|n| > e*},

est formé des valeurs propres isolées de multiplicités algébriques finies.

On a aussi les récents résultats pertinents de S. Brendle et ses collaborateurs [27], [28]

qui s’affranchissent de la compacité.

Théoreme 12 Si pour un certain to > 0, Ri(t) = V(t) — U(t) (to < t) est continu
(a droite) en norme ou plus généralement, si pour un certain k > 1, Uapplication

t € R% — Ry(t) est continue (a droite) en norme, alors

) {n: Inl > e} = e"THI{e? : Red > w}.
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1.6 Compacité et continuité en norme des restes de

la série de Dyson-Phillips

Dans cette section, on présente quelques outils qui nous permettent de faciliter I’étude
des restes de la série de Dyson-Phillips, ils se résument dans la propriété de la stricte
convexité introduite et utilisée par I’école allemande (L. Weis [152], G. Schluchtermann
[129], [130] et J. Voigt [148]) et celle de la convolution qui assure la conservation de la

compacité et la continuité en norme.

Théoreme 13 Soient X etY deux espaces de Banach. On note K(X,Y) C L(X,Y)

le sous-espace des opérateurs compacts. Soit (w, 1) un espace de mesure finie et
G:w— L(X,Y)

une application bornée et fortement mesurable (c’est-a-dire que w — G(w)z est
mesurable pour tout x € X). Si Gw) € K(X,Y) p.p. w € Q, alors lintégrale
forte

r€ X — /QG(w):cdv(w) ey

est compacte.

Définition 5 Soient f, g :]0, +oo[— L(X) deuz applications fortement continues. Leur

convolution est donnée par
t
Frgt)izeX o / F(t = s)gl(s)eds € L(X), ¢>0.
0

De plus, pour tout n € N, on note [f]” = fx f*--- % f (n fois). L’opération * est

associative et on peut écrire

Proposition 14 Pour tout m € N*, on a

Un(t) = [UK]™ xU(t) et Ru(t) = [UK]™ % V(2).

On a aussi les résultats de conservation et de régularité suivante (cf., [102, Chapitre 2]) :
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Proposition 15 Soient f, g :)0,4+o00[— a(X) deuz applications fortement continues
et soit 0 < M < +o0 :

o Si f(t) ou g(t) est compacte pour tout t €]0, M| alors (f * g)(t) est compacte
pour tout t €]0, M.

e Si|0,M[>t— f(t) ou]0,M[>t — g(t) est continue en norme, alors |0, M[>
t— (fxg(t)) Uest aussi.

Théoreme 16 Soit n € N*, alors
o Si [UK]"(t) est compact pour tout t > 0, alors U,(t) l'est aussi.

e Si0 <t [UK]"(t) est continue en norme, alors 0 < t +— Uy, (t) l’est également.

Théoreme 17 Soit 0 < M < 4+o00. Pour tout n € N* on a

o Le reste R,(t) est compact pour tout t €]0, M| si et seulement si U, (t) est

compacte pour tout t €]0, M.

e L’application 10, M[> t — R,(t) € L(z) est continue en norme si et seulement

i )0, M[3 t — Upy(t) € L(X) est aussi continue en norme.

On termine cette section par des arguments d’interpolation et de domination pour les

opérateurs compacts positifs.

Théoréme 18 o Soit K € ﬂ L(Lq(/\)). S'il existe 1 < qop < 400 tel que K soit
q>1

compact dans L ((L®(/))), alors K est compact dans LI(\), 1 < q¢ < +oo.

o Soit 0 <t f(t) € ﬂ L(Lq(/\)) une application fortement continue en tant
q=>1
qu’une application a valeurs dans L(LI(/\)) pour tout 1 < p < +oo. S’ ex-

iste 1 < qo < 400 tel que t — f(t) soit continue en norme a valeurs dans

L(L®(N)), alors elle est continue en norme a valeurs dans L(LI(/\)), 1 <qg <

+00.
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Théoréeme 19 Soient A et B deuz opérateurs bornés sur LP(/\) avec 1 < p < +00.

St B est compact et 0 < A < B, alors A est compact.

Ce théoreme est un cas particulier d’un résultat di a Doods et Fremlin établi dans un
cadre général (sur un espace lattice quelconque c’est A% qui est compact, sur L' c’est A2

qui est compact et sur LP, p > 1, on tombe sur la compacité).
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Chapitre

Résultats de compacité en théorie du
transport avec des conditions aux bords

générales

2.1 Résumé

L’objectif principal de ce chapitre est de donner une analyse systématique des résultats
de compacité pour des équations de transport ou le flux rentrant est lié aux flux sortant
par un opérateur frontiere borné pour une classe large de mesures dont les supports sont
les espaces de vitesses et sous certaines conditions sur les opérateurs de collisions. On
présente ici une méthode différente (plus simple et plus courte) que celle établie par K.
Latrach (2001) qui illustre d’une part le fait que ces résultats obtenus sont indépendants
des propriétés de 'opérateur aux bords (en effet, il suffit qu’il soit borné) et d’autre part
le role dominant du cadre neutronique dans les techniques de démonstrations. Cette
analyse est d'une grande utilité dans la compréhension du comportement asymptotique

des solutions.

2.2 Introduction

Dans ce chapitre, on va étudier les propriétés de compacité de 'opérateur de transport

pour des géométries bornées (couvrant a la fois le cadre monodimensionnel et multidi-
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mensionnel) qui peut étre modélisé par un opérateur intégro-différentiel suivant:

Agt(e,€) = —0.V,(w,v) — o()b(e, o) + /V Bz, v, (o) ()
= Ty + K9,

ol (z,v) € D x V. Ici D est un ouvert régulier de RY(N > 1), du(.) est une mesure
positive sur RY telle que du(0) = 0 et V est le support de du. Cet opérateur décrit le
transport des particules (neutrons, photons, molécules des gaz, ...) dans le domaine D. la
fonction ¢ (x,v) désigne la densité de probabilité des particules de gaz ayant la position
x et la vitesse v. Les fonctions o(.) et k(.,.) sont respectivement, la fréquence et le noyau

de collision.

L’évolution de la théorie du transport a été directement liée au développement de
I'industrie nucléaire depuis la deuxieme guerre mondiale, néanmoins, comme il a été men-
tionné et précisé par 1. Kuscer [71] , elle a des racines en théorie radiative du transfert.
Le domaine de la théorie neutronique, entre mathématiques appliquées et ingénierie a
bénéficié au début des travaux pionniers de physiciens, d’ingénieurs et de mathématiciens
qui ont donné au sujet un intérét majeur et ont laissé aux générations futures un champ

cohérent de problemes et de techniques.

En tenant compte des probléemes spectraux en théorie neutronique qui ont apparu avec
les travaux de M. Wing, J. Lehner, K. Jorgens, V. S. Vladimirov, S. Ukai [65], [66], [87],
[88], [137] [139], [140], [142] et d’autres, la théorie du transport a commencé a avoir des
connections strictes dans les années cinquantes avec la théorie des semigroupes, la théorie
spectrale des opérateurs non auto-adjoints, la positivité, ..... , donc il n’est pas surprenant

de voir que la théorie du transport est liée a I'analyse fonctionnelle.

On signale qu’en général les équations de transport sont de nature linéaire, ceci se
traduit par le fait que la proportion des neutrons est infinitésimale par rapport aux atomes
du milieu dans lequel ils se propagent (de I'ordre 107!') de sorte que les intéractions
neutrons-neutrons sont négligeables par rapport aux intéractions des neutrons avec le
milieu ambiant dont les propriétés sont supposées indépendantes de la population neu-

troniques.

Dans le cas des conditions aux bords générales (H # 0), les intéractions entre les
particules et le milieu peuvent étre de nature tres complexe et déterminées par plusieurs

facteurs concurrents et donc leurs formulations mathématiques précises sont tres con-
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troversées. Néanmoins, le modele souvent uitlisé consiste a supposer que la partie du
flux sortant est re-émise dans une direction déterministe (réflexion spéculaire) tandis que

lautre partie est re-émise dans des directions aléatoires (réflexions diffusives).

Ici les conditions aux bords sont modélisées par :

Y- = H(y)

ol t_ (resp. 1_) est la resctriction de ¢ a I'_ (resp. I'}) avec I'_ (resp. I'}) est la partie
rentrante (resp. sortante) de 'espace des phase frontiere et H est un opérateur linéaire
borné défini sur des espaces de traces bien choisis, couvrant en particulier tous les modeles

physiques bien connus (périodiques, réflexives, mixtes,...).

Dans ce chapitre, on va étendre 'analyse réalisée par M. Mokhtar-Kharroubi [101]
dans le cadre absorbant (H = 0) au cadre général via des techniques plus simples que
celles utilisées par M. K. Latrach [85] ou le role joué par 'opérateur de transport avec
des conditions aux bords absorbantes apparait avec plus d’impact et d’importance sur
les résultats obtenus en géométrie bornée quelconque, notamment en dimension supérieur

(N >1).

Tout d’abord, énongons le théoreme fondamental suivant qui porte le nom d’alternative

de Gohberg-Shmulyan et qu’on peut le trouver par exemple dans [121], [139].

Théoréme 20 Soit X un espace de Banach complexe et A\ — N(\) une famille
holomorphe d’opérateurs linéaires compacts dans X, définie sur une partie connexe

du plan complexe. On a alors I’alternative suivante :
@  Soit 1 est une valeur propre de N()\) pour tout \.

@ Soit R(1,N()\)) existe sauf sur un ensemble discret de \, qui sont des poles de
N(.) de parties principales dégénérées (c’est-a-dire les ccefficients associés sont

de rang finis).

Remarque 1. En pratique, on montre que si I'assertion @  qui est satisfaite apres avoir

vérifié que @ n’est pas possible.

Corollaire 6 Si la famille A — N(\) admet seulement une puissance compacte d’ordre

m, alors Ialternative reste vrai.
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Remarque 2. Soit C' un ouvert connexe de p(7'). Si une puissance de KR(A, T) est
compacte pour tout A € p(T'), alors grace au corollaire précédent on peut montrer que
soit C(o(T+K) C 0,(T+K), soit C'(o(T+K) est réduit, au plus, a des valeurs propres
isolées de multiplicité algébrique finie. Il suffit d’appliquer le corollaire a N(\) = KR(A, T')
et de remarquer que 1 est une valeur propre de K R(\,T) si et seulement si A est une
valeurr propre de T'+ K (voir [144, Théoremel] pour plus de détails sur la multiplicité

algébrique de ces valeurs propres).

Pour I'ensemble o (T + K)N{\ : Re A > w}, on montre que c¢’est la deuxieme situation
qui se produit, c’est a dire, il est formé, au plus de valeurs propres de multiplicités
algébriques finies , cela permet, en se servant de la formule de Dunford et moyennant
quelques hypotheses supplémentaires, de donner une description asymptotique de V' (t)pq
(semigroupe perturbé appliqué a la donnée initiale) lorsque ¢ € D[(T + K)?] (voir [86]).

C’est pour cette raison qu’on étudie la compacité des puissances de K R(\, T).

2.3 Notations et Préliminaires

Soit. D un ouvert régulier de R™ et soit ;1 une mesure de Radon positive sur R™ qui satisfait
1({0}) = 0. On note par V' le support de u qui n’est autre que 'espace des vitesses. Soit
(z,v) € D x V et soit
t5(x,v) =sup{t >0,z +sv €D, 0<s <t}
On désigne par
I'y ={(x,v) € 90D x V,+v.n, > 0}

ou n, désigne le vecteur normal extérieur au point z € dD. Donc, pour (x,v) € I'y, on
att(x,v) =0, t* > 0 et dans tous les cas (z & t*(z,v),v) € I'y. Soit 1 < p < +o0, on

introduit les espaces fonctionnels
W, ={¢ € X, telle que v.V,¢) € X, },

ou

X, = L,(D x V,dzdu(v)).
Un espace LP convenable de traces est défini comme suit :

LPE = [P(Ty; [v.ny|dy.dp(v)),
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dy, est la mesure de Lebesgue sur D. On peut définir les traces ¢y sur I'y de ¢ € W,;

notons qu’en général, ces traces n’appartiennent pas a LP*, mais elles appartiennent &

Lp’:t

Loc
définit
W, ={peW, v_ecLP}CW,
Remarque : L’inclusion précédente peut s’écrire sous la forme
W,={YpeW,p_ecLP }={YeW, v, € "} CW,
Ceci est du au fait que pour ¢ € W, on a ¢ € LPT <= ¢p_ € L.
Soit H un opérateur aux bords défini par
H: [P [P H e L(LP*, LP7).
L’opérateur d’advection Ty est défini par
TH¢($7 U) - —U-wa(xa U) - O-(U)w(xa U)
D(Ty) = {1 € W, telle que ¢_ = H(y,)}
ou la fréquence de collision o(.) € L*>(V).

Soit A € C et considérons le probleme aux limites suivant

Ap(,0) + 0.Vt (2,0) + o (0)¢ (2, v) = ¢(z, )
Vo =H(yy)

ol ¢ est une fonction donnée dans X, et I'inconnue v doit appartenir a D(Tp).

Soit

* — 1y — ess inf o(v).
A= essigva(v)

Pour ReX + A* > 0, I’équation (1) peut-étre formellement résolue comme suit

t~ (z,v)

U(x,v) = w(:v—t_(a:,v)v,v)e_(H”(”))t(x’”)+/ e~ AFo@)s g (x—sv, v)ds.

0

De plus, pour (z,v) € I'y, (2.2) devient

7(t,v)
Yo, = Ppp_e” OroedrT@a) / e~ Ao (g —sv,v)ds,
0
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ou 7(z,v) = t*(z,v) + t (z,v) (notons que, puisque (z,v) € I'y, t7(x,v) = 0). Pour
donner les formulations abstraites de (2.2) et (2.3), définissons les opérateurs dépendants

de A suivants :
M, : L7 — Pt u— Myu = ue—()\-i-a(v))r(ac,v)
B/\ . Lp’i — Xp u — B)\u — uef()‘+o'(v))t7(fzv)

7(z,v)
Gy : X, LPF o= Ghp = / e~ (1 — v, v)ds
0

et
t~ (z,v)
Ch: X, — X, ©— Ghrp = / e~ W3 (1 — su,v)ds.
0

Un calcul simple utilisant 1'inégalité de Holder montre que ces opérateurs sont bornés sur

les espaces sur lesquels ils sont définis et leurs normes satisfont les inégalités suivantes

[My] < 1, ,

1Bl = [p(ReA T A9)|/p

G < [q(Rle)\+)\*)]1/q,1 1
161 < e Gts=1):

Eu utilisant ces opérateurs et le fait que v doit satisfaire les conditions aux bords,
I'équation (2.3) devient :
Vi = MyHpy + Grop.

En posant H(\) = I — MyH. Alors, si [H(\)]™! existe, on obtient :
by = [HO)Gap. (2.4)
D’autre part, I’équation (2.2) peut s’écrire :
VY = ByH¢y + Crop.
Par substitution de (2.4) dans I’équation précédente, il vient
v = B\H[H(N)]™'Grp + Crp
et par suite

(A=T)™" = B\HIH)] ™ Gy+C, (2.5)
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Remarque 2 : On peut montrer que si ||H|| < 1 ou bien une des puissances de I'opérateur
M H est compact, alors I'existence de 'opérateur (A — Ty)~! est assurée pour Re) assez

grand.

2.4 Résultats principaux

Commencons cette section par un résultat principal de génération de semigroupes forte-

ment continus pour les opérateurs d’advection.

Théoréme 21 Soit X, = L*(] — a,a[x[—1,1],dzdf) (1 < p < 00) . Pour tout H €
L(LP*, LP™), Uopérateur d’advection Ty engendre un Co-semigroupe {Uy(t);t > 0}
dans X,. De plus,

U (0)]] < max{1, ||H||}e! m>atnllH0) ¢ > 0) (2.6)

Il est bien connu que le fait que Ty engendre ou non un co-semigroupe est lié directement
a la géométrie de D x V| en effet, comme l'illustre I'’exemple suivant, on peut construire

des modeles pour lesquels Ty n’engendre pas un semigroupe fortement continu.

Exemple : Considérons le modele du transport suivant dans L'. On définit
Q=]0,1] et V =10, 4+00]
et supposons que v(.) est la mesure de Lebesgue sur V. On voit que
L ={1} xVet - ={0} xW.

Par suite

LY* = LY([0, +o0][, vdv),
d’autre part, 'opérateur aux bords H satisfait I'identité suivante

Dans ce qui suit, on va prouver que T n’est pas fermé dans L. Soit h € L([0, +o0l, dv)

telle que

+o0
/0 |h(v)|vdv = +00 (2.7)
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pour tout n € N, on note

h(v) si0<wv<n
Qon<xv U) =
0 ailleurs.

Il est clair que ¢, € W; pour tout n € N et puisque
n
/ Ih(v)|vdv < 400, ¥n €N,
0

on obtient P, € LY+ et ¢, € D(Ty) pour tout n € N. Maintenant, on peut vérifier
facilement que

©op — @ et Tyon— 0 (n— +00).

avec p(x,v) = h(v) pour presque tout (z,v) € Q2 x V et ¢ € X;. En tenant compte de
(2.7), il vient
Pr. = h ¢ Ll’i.

Ce qui prouve que ¢ ¢ D(Ty) et Ty n’est pas un opérateur fermé et par suite, il n’engendre

pas un Cyp-semigroupe dans Xj.

On suppose que la transformation de Laplace inverse de I'opérateur (A — Tg) ! existe
et notons la par S(t¢), il vient que la transformation de Laplace inverse de l'opérateur

BAH[H(N\)]™'G, existe, elle va étre notée par M(t), il est facile de voir que
M(t) = 5(t) = Uo(?)

ou Uy(t) est le semigroupe du transport dans le cadre neutronique (H = 0).

Enoncons a présent le résultat suivant

Théoreme 22 Pour que [opérateur d’advection Ty engendre un Cy-semigroupe
{S(t)-t > 0}, il faut et il suffit que la famille d’opérateurs bornés {M(t)}i>o satis-

fait les conditions suivantes
1. M(0) =0,
2. Vty,ty >0, M(t; +ta) = M(t1)M(ta2) + Uo(t1)M(to) + M(t1)Up(t2),

3. Yy € X), on a lim || M (t)p|| = 0.
t—0
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Preuve : Montrons que ces conditions sont nécessaires, par un meéme raisonnement, on

peut conclure qu’elles sont suffisantes :

1. M(0) = S(0) — Up(0) = Id — Id = 0.

2. S(tl) = M(tl) + Uo(tl)pS(tg) = M(tl) + Uo(tg), de pluS S(tl + tz) = M(tl + tQ) +
Uop(t1+1t2) = S(t1).S(t2) et par identification, on obtient M (¢;+to) = M (t1) M (t2)+
Uo(tl)M(tg) + M(tl)UO(tQ)

3. On a pour tout ¢ € X, th%i [|S(t) — || = 0 donc tlir(gr || M (t)p+ Us(t)p — || = 0.

Comme
0< lim M ()l = ||Uo(t)e — ¢l]] < Jim [|M(t)p + Us(t)p — ¢l| =0

on aura 0 < lim [|M(t)e]| <0 et alors lim [|M(t)p|| =0. @
t—0 t—0

Remarque 3 : Dans le cadre neutronique H = 0, la famille M (t) est réduit a 0, elle
vérifie trivialement les conditions 1), 2) et 3), tandis que, pour des conditions périodiques

ou reflexives monodimensionnelles M (t) s’écrit explicitement comme suit :

1. (Cadre périodique et o paire)

M(t)(p(x’ 6) = efg(é)t [Z ()0[(89715)2”0/ + Tr — tg, 6]X[(sgn§)z+(2n1)a7(sgn§)z+(2n+l)a]] .

a0 [€] €]

2. (Cadre réflexif et o paire)

M(t)go(x, 6) = e*U(f)t [Z gp[( sgn§)4na +x— ft, f]X[(sgn&)zE(l4n71)a7( sgng)zrg‘(élnﬂ)a] (t)]

n>0

+€_U(§)t [Z gp[—(sg’nf) (4n + 2)& — X + gt, 5])([(.sgng)acvé(‘&rrkl)a7 (sgng)ac‘Jrg(|4n+3)a] (t)] .

n>0

Conjecture : On conjecture que :

Ty engendre un Cy-semigroupe <= I\g € R texttel que |\, +00[C p(Th)
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2.5 Propriétés de compacité

L’opérateur de transport Ay peut-étre écrit sous la forme Ay = Ty + K, ou K est

I'opérateur borné défini sur X, par
K:X,— X,
v [ kool o)duto),
v

ol le noyau de collision k£ : D x V x V +— R est supposé étre mesurable. On note que

I'opérateur K est local en x donc il peut étre vu comme une application :
K():zeDw— K(x)e L(LP(V;du)).
Supposons que K (.) est strictement mesurable, c¢’est-a-dire :
r€ D K(x)f € LP(V;du) est mesurable pour tout f € LP(V;dpu)

et borné, dans le sens
ess — :1615 || K ()| coreviduy) < +00.
Donc K définit un opérateur borné sur X, suivant la regle
v e X, — K(z)p(z) € X,.
Alors
K (@)llex,) < ess = sup || K(2)llecwrviam):

Dans le reste de cette section, on va utiliser le concept des opérateurs de collisions réguliers

introduits par M. Mokhtar-Kharroubi [102, Chapitre 4].

Définition 7 Soit KX(LP(V;du)) le sous-espace des opérateurs compacts. Un opérateur

de collision

K:zeDw— K(z)e L(LP(V;du))

est régulier si K (x) € K(LP(V;du)) pour presque tout z, x — K(z) € K(LP(V;du)) est

mesurable et

{K(z),z € D} est relativement compact dans L(LP(V;du)).

Désignons par R(X,) I'ensemble des opérateurs de collisions réguliers dans X,,. Cette

classe d’opérateurs possede la propriété d’approximation suivante :
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Lemme 23 Un opérateur de collision K peut étre approché en topologie uniforme,

par une suite (K,,), d’opérateurs de collision ayant des noyaux de la forme

S (@) £i(€)i€),

i€l

ot o; € L®(D,dzx), f; € LP(V;du) et g; € LI(V;du) avec ¢ =
fini.

et I un ensemble

Preuve : Voir pour plus de détails [102, Chapitre 4].

Désignons par S*! la sphere unité de R"™ et supposons maintenant que la mesure pu

satisfait I'hypothese suivante :
H1) Ve € S™ ', p{v € R™"/v.c = 0} (la mesure p des hyperplans est nulle).

En tenant compte de cette hypothese, on a

Théoreme 24 Soit 1 < p < 400 et soit D un ensemble borné convexe de R™ et
suppososns que l’hypothése H1) est satisfaite. Si {H(\)} ™! existe et K € R(X,,), alors,
pour tout nombre compleze X\ qui satisfait Re\ > —\*, les opérateurs K(\ —Ty)™ ! et

(A= Ty) 'K sont compact sur X,,.

Preuve : Comme K est régulier, en tenant compte du Lemme 23, il suffit d’établir la

preuve pour des opérateurs de collision de la forme
k(z,v,0') = a(x)f(v)g(v),

ot a(.) € L®(D;dx), f(.) € LP(V;dp(v)) et g € LY(V;dp(v)) (q = I%)- *

Sans perdre de généralité, on peut supposer que f et g sont a supports compacts, d’autres
part moyennant des arguments d’interpolation (voir Théoreme 18), on peut restreindre
notre étude aux cas p = 2. La propriété de dualité K(A—Tp) ™! = [[(A — Ty) 1] K*] et le
théoréme de Schauder montrent qu’on peut considérer seulement 'opérateur (A—Ty) 1K,

de plus, D'existence de opérateur [H(\)]™" permet d’écrire (A — Ty) ™! sous la forme
A=Tu) ' =S\ +(A—Tp)™* (2.8)

ou

Sy=>Y_ ByH[H(\)]'G,.

n>0
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Ce qui donne

A =Ty)™' =) BAH[HN)]'G\K + (A= To) 'K, (2.9)
n>0
L’opérateur (A—Tp) ' K est compact d’apres les résultats de M. Mokhtar-Kharroubi [101],
par suite pour montrer la compacité de 'opérateur (A —Ty) LK, il suffit d’établir celle de
B)\H[H()\)]_IG,\K)

I'opérateur G K (ceci est dii a la convergence uniforme de la série ),

On a, pour tout ¢ € X, :

(GAK)(p) = Gi[K¢] = (CAK)(¢)

Ir, -

D’autre part, on peut montrer que l'opérateur G : X, — LPT peut s’écrire sous la forme

Gy =T, o C) ou T, est 'opérateur trace défini de D(T}) dans L.

On note par B, la boule unité de X,,, on va montrer que (G,K)(B,) est une partie

relativement compacte dans LP+.

En effet,
(GAE)(By) = (CAE)(By)jr, = [(A = To) ' K|(By))r, = T0 [(A = To) "' K](B,)] -

Mais la partie (A — Tp) 'K (B,) est relativement compact dans X, et par suite, elle
conserve cette méme propriété dans (D(Tp), ||.||) (ou ||.|| est la norme du graphe sur
D(Ty)). D’autre part, Tr : (D(Tp),||.]|) — LPT est borné, ce qui entraine que I'image
d’un ensemble compact dans (D(Tp),||.||) est compacte dans LP*, ce qui prouve que

(G,AK)(B,) est une partie relativement compacte dans L»* et donne le résultat.

Remarque : On observe que les propriétés de compacité des opérateurs K (A — Tg) ™!
ou bien (A — Ty) 'K sont indépendantes de 'opérateur aux bords H, en effet dans les

démonstrations, on a utilisé seulement la bornitude de ce dernier.
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Chapitre 3

Propriétés spectrales et comportement
asymptotique des équations de transport

monodimensionnelles

Résumé. Le but de ce chapitre est d’analyser quelques propriétés spectrales des équations
de transport monodimensionnelles avec des conditions ax bords réflexives. En effet, on
donne une investigation bien détaillée des propriétés de compacité du reste d’ordre 1 de
la série de Dyson-Phillips pour une classe large d’opérateurs de collision. On discute aussi

la validité de ces résultats pour des conditions aux bords périodiques.

3.1 Introduction

L’objectif principal de ce chapitre est de donner une investigation au comportement

asymptotique des solutions du probleme aux limites suivant :

( 1
et = —eSLwen -o@umen+

5 k(& EN(', €, t)de
X -1

= Amﬁ(%fi) = Tfﬂﬁ(%fi) + Kw(x7€7t)
1/J<I,£,O) = ¢0(I7£)

ol x €] — a,al pour un parametre 0 < a < +oo et £ € [—1,1]. Il décrit le transport

\

des particules (neutrons, photons, molécules de gaz, etc...) en géométrie plane. La fonc-

tion 9 (z, £) reprsésente la densité (densité de probabilité) des particules de gaz ayant la
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poisition x et la vitesse de propagation £. Les fonctions o(.) et k(.) sont appelées respec-
tivement, la fréquence de collision et le noyau de collision. Les conditions aux bords sont
modélisées par :

wh! =H <¢|F+)

ou I'_ (resp.I'}) est la partie du flux rentrant (resp. la partie du flux sortant) de 'espace
frontiere des phases, 1|r_ (resp. ¥|r, est la restriction de ¢ a I'_ (resp.I'y)) et H est
un opérateur linéaire borné (on le prend positif en applications) défini sur des espaces
de traces convenables. La littérature traitant les équations de transport dans le cadre

monodimensionnel est vaste et assez riche (voir [75], [79], [87], [88]).

Soit X un espace de Banach et A un générateur infinitésimal d’un Cy-semigroupe
((S(t))s>0- 1l est bien connu (voir rappels) que si B est un opérateur borné sur X alors

A+ B engendre un cy-semigroupe ((H (t)):>o donnée par la série de Dyson-Phillip suivante :

0t = 50, U0 = [ S6IBU G = s G2

et le reste d’ordre n de la série est donnée par

R,(t) = / S(s1)B---S(s,)BH (t—zn:sZ) dsy -+ dsp,.

s1t-+sn<t, 5,>0 =1

On sait que (voir [101], [102]) que si B(A—A)~! ou (A— A)~!* B admet une itérée compacte
sur X, alors 0(A+ B)({A : ReA > s(A)} ou s(A) = sup{Re : A € 0(A)} est formé au
plus a des valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie. Malheureusement, cette
condition ne guarantit pas que la partie du spectre du semigroupe perturbé H (t) en dehors
du disque spectral de S(t) consiste au plus a des valurs propres isolées. Ceci est di au

to(A+B)

fait que si A est non borné alors le théoreme spectral e = o(H(t)) est en général

faux. Plus précisément, il peut exister un o # 0 dans le spectre continu de H(t) qui

to(A+B)

n’appartient pas a la fermeture de I’ensemble e . Dong, il est nécessaire d’attaquer

le probleme en étudiant directement le spectre du semigroupe (H (t)):>o.

Motivé par 'étude du comportement asymptotique des solutions (¢ — +o0) dans
le contexte de la théorie du transport, K. Jorgens [65], [66], L. Vidav [139], [140] et

d’autres auteurs (voir aussi [101], [102]) ont développé une technique de perturbation
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liée au rayon spectral essentiel des opérateurs (H(t);>0). Pour 'étude du spectre des

semigroupes perturbés et pour d’autres informations (voir [144], [145], [146], [147]).

On note que si U €€ L(X), alors son rayon spectral essentiel est désigné par r.(U).
D’autre part, si w est le type d'un Cy-semigroupe (S(t)):>0, alors son type essentiel w, €

[—00, w| est donné par la relation
r.(S(t)) = e, (t >0).

Récemment, Mokhtar-Kharroubi a montré que si un reste d’ordre n, R,(t), de la série
de Dyson-Phillips est compact sur L,(1)(1 < p < 400), alors les semigroupes (S(%))t>o0
et (H(t))i>o possede les mémes types essentiels (voir [Théoreme 11, Chapitre 1]). Par
suite o(H(t)) N{a € C : |a] > e“'} est formé au plus de valeurs propres isolées de
multiplicité algébrique finie. En particulier, pour tout v > w., (A + B) N {\ € C :
ReX > v} est formé au plus d’un nombre fini de valeurs propres de multiplicité algébrique
finie {A\, A2, -+, \,}. Si P et D; désignent respectivement la projection spectrale et
I'opérateur nilpotent associées a la valeur propre \;,i = 1,2,--- ,n, alors on obtient la

décomposition spectrale

H(t)=H(t)(I - P)+ i etitePit p, (3.1)

i=1

n
avec [|[H(t)(I — P)|| = o (¥ ~9") quand ¢ — +o0, ott P = ZPi, N = min{Re);, 1 <
i <n} et ¢ > 0 suffisament petit. =

Cette méthode a été utilisée par plusieurs auteurs pour étudier le comportement asyp-
totique des solutions des équations de transport dans le cadre absorbant (H = 0) pour
une géométrie bornée. Dans [79], [101], les auteurs ont montré que le reste d’ordre 1
de la série de Dyson-Phillips est compact sur L, (1 < p < +00), ce qui montre que la
décomposition spectrale (3.1) est satisfaite. La possibilité d'un tel résultat est die au fait
que les restes de la série de Dyson-Phillips sont calculables, car pour H = 0, le semigroupe
(etTO) >0 ©st explicite. Malheureusement, dans le cas général, c’est a dire dans le cas ou ces
conditiz)ns aux bords sont modélisées par un opérateur borné abstrait H # 0, I'opérateur
d’advection Ty va engendrer un cp-semigroupe (etTU) 1>0 dui est en général non explicite
(voir [80]). Donc, I’étude de la compacité du reste dans_ ce contexte est une tache difficile.

Néanmoins, pour des conditions aux bords périodiques ou de réflexion pure, 'opérateur
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d’advection Ty engendre un Cy-groupe (etTO) rer €0 il est possible d’établir son expression

via des calculs assez lourds.

Dans ce chapitre, on considere le cas ot H est une réflexion pure, c’est-a-dire

Y(—a,&) =9(—a,—§) 0<E<1
Y(a,—§) = ¥(a,§) 0<é<1.

(3.2)

Donc, notre probleme principal consiste a discuter les propriétés de compacité du reste

d’ordre 1 de la série de Dyson-Phillips. On va procéder comme suit:

Tout d’abord, on va déterminer I'expression de la résolvante de I'opérateur d’advection
Ty noté (A—Ty) ™1, elle est donnée par une série faisant intervenir I'opérateur H. Ensuite,
sachant que 'opérateur Ty engendre un Cy-groupe (etTH ) rer €t utilisant 'unicité de la
transformation de Laplace, on va établir I'expression du semigroupe U (t) pour ¢t > 0.
Ceci va nous permettre d’expliciter I'expression du reste d’ordre 1 de la série de Dyson-
phillips R (t) et de montrer sa compacité sur 'espace L, (] — a, a[x[—1,1],dzdf) ,1 < p <
+00. Nos techniques de démonstrations utilisent des résultats abstraits dans le cadre
Hilbertien (p = 2), de plus moyennant des arguments d’interpollation on peut passer au
cadre des espaces L,(1 < p < 400). Par suite, on conclut que les semigroupes (etTH (t))

et (et(TH+K) (Zf))

totique des solutions du probleme (0.1) est déterminé par la partie de (e'™#+5)(¢)) _ dans

t>0

1>0 Ont le méme type essentiel ce qui entraine que le comportement asymp-

un espace de dimension finie (voir [146]).

3.2 Préliminaires

Dans cette section, on va donner quelques notations et préliminaires liés a notre probleme.
Soit

X, = L,(D,dxd§)
ou D =] —a,a[x[-1,1],(a > 0) et p €]1,400[. On définit les ensembles suivants

représentant les parties rentrante et sortante de ’espace des phases D :

D' = DjuDj={-a}x[0,1] J{a} x [-1,0]
D’ = DYUDY={-a}x[-1,0]| J{a} x[0,1].
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De plus, on introduit les espaces frontieres suivants :

X! = Ly(D',[¢|d€) =~ L,(D},|£|d€) & Ly(Di, |¢|d¢)
= Xip@Xé,p

équippé de la norme

1, X3 = (e, XTI + ||, X Hp)”p )
- U p(-ePilde+ [ via el
Xy = L, (D" |£|d5) (D?,!ads)@L(DS,ws)
= Xﬁp@Xz’p

équippé de la norme

160, X0 = ([, X0 1P + 1429, X2, |17) "
0 1 1/p
[ [ wtaeriee+ [ w<a,s>\pmds]
—1 0

ou ~ définit 'identification naturelle de ces espaces.

Les conditions aux bords (3.2) peuvent étre modélisées abstraitement comme un

opérateur frontiere H reliant les flux rentrant et sortant, comme suit

H : Xﬁp o) ngp — Xf,p D X;l,p

U
H =
U9 0 H22 U9
\
ou
) i . YO0 i
Hip: Xy = Xy, Hap : X5, = X3,

(=a,8) = p(—a,=¢), (-1 <£<0). W(a, &) = ¢la, =¢), (0<E<1).

Remarque : Il est clair que H est un opérateur inversible. D’autre part, si € XS,

Uz
alors

= ||H11U1;X1p||p+ ||H22u2;X;,p||p
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1 0
— [ (o -ePlelde + [ fusta, ~)Plelag
0 —1

= Tl + luslly = Il

Soit donc H une réflexion pure et soit Ty 'opérateur d’advection Ty associé a H de

domaine D(Ty) C X, incluant les conditions aux bords :

THD(TH) = Xp

0
Y Ti(e,§) = €50 (0.6) — o((r.)
ou
( ) {wepr wGXpa ¢‘D17¢26X;’¢|D0:¢0€X3 et Q/Jl:H'(ﬁO}
et

o) € L®[=1,1), ¢ =,¥8)", ¥ = (¥1,95)"

avec ¥, 8 Wt 1h% sont données par

Ui(6) =¥ (=a,8), £€[0,1]
U3(6) = (a,§), €€[-1,0]
U5(E) =1(—a,§), £€[-1,0]
U5(€) = ¥(a,€), £€[0,1]

Remarque : La dérivée de ¢ dans la définition de T’y est donnée au sens des distributions.
On note que si ¢ € D(Ty), alors ¢ est absolument continue par rapport & x. Ainsi, les
restrictions de ¢ & D' et D sont bien significatives. Notons aussi que D(Ty) est dense

dans X, car il contient C§° (] — a, a[x] — 1, 1]).

Soit ¢ € X, et considérons ’équation de la résolvante de T%:

A=Tu)p=¢ (3.3)

ol A est un nombre complexe et 'inconnue ¢ doit appartenir & D(Ty). Soit A* désigne

le nombre réel défini par

A* = lim inf .
i o€

Donc, pour ReA > —\* la solution de (3.3) est formellement donnée par

—(>\+o(5))\a+ﬂc| —(A+o(£))\w 2’|

¢($a§) = — (o (€))]a—z 7>\+a z—z
Wla, €)= <5>>\ | m/ ( sm ‘<p(x,f)x, l<e<0

(3.4)
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ou Y(a,§) et (—a,&) sont données par
W(a,6) = d(—a, & T +% P dr, 0 <€ < 1(35)
boa,6) = w(a,@.e%w@)*% L o de, 1< £ < 0(36)

Pour donner la formulation abstraite des équations (3.5) et (3.6), définissons a présent les

opérateurs suivants dépendants de A :

(

By : XZ — X, Bau = xj0,11(§) By u1 + x)-1,0/(§) By u2

G)\ X — X G)\u - (ngpa G;QO)

e L[t (~Oo@)la—al
(G)\SO)( 5) |£’ Y p( |£| )(10( 7€)d7

1 [ —(A+0(&))]a+z|
(o)) = i [ o (FEETEE) e gan

)
Ch: Xp— X, Chp= X]o,l[(f)oj\rﬁp + X1-1,0[(§)Cy ¢

—(A+0a(§)]z — ']
€l

A+o(€ )|x—x’|> ' V!
(e |s|/ ( € ele,)de

45

()@= [ e ( ) ol ),

,M,\ : X; — Xg, Myu = (M uy, My us)
L0t =u-agew (~20ZD) o<
(M uz)(a,§) == us(—a,§)exp (—2a<)\ +|€U|<€)>) , —1<&<0.

Bj(:v,ﬁ) = ui(—a, &) exp (—_O\ i U|<§|)>’a+ x') , 0<é<l
\B;(m,f) = us(a, &) exp (—()\ * 0(%)'& — x|) : —-1<€<0.

0<¢xl

—1<é<0.

0<é<l

-1 <¢<0.
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ou Xjo,11(&) et xj-1,0((§) désignent respectivement les fonctions caractéristiques des inter-

valles ]0,1[ et | — 1,0[.

Un calcul simple, utilisant I'inégalité de Holder, montre que ces opérateurs sont bornés

sur les espaces sur lesquels ils sont définis. En particulier, on vérifie que
HM;FH < 672a(Re/\+/\*). (37)

Pour plus de détails on renvoie a [80, Chapitre 1].

En utilisant les opérateurs définis ci-dessus et le fait que ¢ devrait satisfaire les con-

ditions aux bords, les équations (3.5) et (3.6) peuvent étre écrites comme suit :
) = My Hypth + Gy
vy = My Huy) + Gl
Par substitution, on obtient
Yl = My Hp + Gy
vy = FYs +F(Ne.
ot F'(\) = My Hyy My Ho et F(N\) = MY Hi Gy + G Il est clair que pour ReA > —\*,
on a ||F'(N)|| <1 (en utilisant (3.7)) et par suite
WY = My Hp(I—F'(N) ' F(Ne +Gre
vy = (I=F () FNe

De méme pour I"équation (3.4), elle devient

B;\FHH@/J? + C;—QO 0<é<l
(z,§) =
B;H22¢8+0;g0 -1 <é<0.

En combinant ceci avec ce qui précede, on établit que

¢($a f) = R<>‘a TH)QD(xv 5) - &0,1[(5)R+<>‘a TH)QD(xv 5) + 6]71,0[(§)R_()‘a TH)QO(xa 5)

ou

RY(N,Ty) =Y | BY HuM; Hy(F'(N)"F(N) + Bf HuG; + Cy.
n>0
et

R-(\Ty) = Z By HaypHoo(F'(N)"F(N) + Cy

n>0
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Remarque : Pour les conditions aux bords périodiques, c¢’est-a-dire :

H: Xﬂp ) Xg,p — Xip ) Xé,p

U1 0 H12 (51
H

(%) H21 0 (5)

ou

. 0 i . 0 7
H12 . X27p — X HQ]_ . X17p = X27p

w(a,f) = w(_av _6) T/J(—f% 6) = ¢(@> 5)

Des calculs analogues donnent

RYATy) = ) B{Hio(My Ha)"G5 +Cy
n>0
R\ Ty) = ) By Han(My Hi)"Gy +Cy

n>0

3.3 L’expression analytique de U’ (t)

On va montrer ici que l'opérateur d’advection T engendre un Cy-groupe sur X, 1 < p <

400, ensuite on va déterminer son expression explicite.

Supposons que H est un opérateur aux bords conservatif, c’est-a-dire
(3.1) | Hul| = [Jul],  YueX)

Remarque : Notons que les conditions aux bords de réflexion pure et les conditions aux

bords périodiques vérifient I’hypothese précédente.

Commencons notre investigation par le résultat suivant :

Théoreme 25 Soit p € [1,+00] et supposons que I’hypothése (3.1) est satistaite. Si

H est inversible, alors Ty engendre un Cy-groupe sur X,,.

Pour montrer ce théoreme, on a besoin de quelques résultats préparatifs.

Soit M, 'opérateur de multiplication

e Xp = Mop)(2,8) = a(§)i(x,§).
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En tenant compte du fait que o(.) € L>([—1,1]), on déduit que M, € L(X,). Soit T}

I'opérateur d’advection libre défini par :
Ty =Ty +M,.

Il est clair que T} est un opérateur fermé & domaine dense sur X, et
D(Ty) = D(Tw).

Donc, Ty peut étre regardé comme une perturbation de T%,.

Lemme 26 Si l'opérateur frontiere H satisfait la condition (5.1), alors les opérateurs

TS et =T sont dissipatifs.

Preuve : Soit 1 < p < +o00. Si ¢ € D(T}), alors on a :

a 1
< +Ty, [QP Y >= i/_ /_1 [w’?w <—£Z—f)} (2, €)dxde.

En tenant compte de la relation

¢ (35) ) =slor—2ue (3E)),

a 1 a
<aTh > = [ [ e qup)e odede
1 .
= (11 = 17115 =0 (car [lF9°1] = [19°1]).

on obtient

Pour p = 1, on définit la fonction sy(.) sur X; par

1 quand ¥(z,§) >0
so(¥)(z,§) =90  quand (x,&) =0
—1 quand ¥(z,§) <O0.

Donc, pour tout ¢ € D(TY), on a

< iTIgvso(¢)) > = ZE f SO(¢)($,§)d$d€

|¢[)dxdg

<[ ] o
<[ L e

48



Jhese Université de Constantine K. Saoudi

= = |l

x; = I[W°]

x| =0 (car ||| = [[47])).

Par suite les deux opérateurs T§ et —T7}; sont dissipatifs sur X, (voir [113, Théoréme 4.3,
p.14]).

Enoncons a présent le lemme suivant :

Lemme 27 On suppose que H est un opérateur conservatif. Si H est inversible, alors

les opérateurs X &= TY sont surjectives pour tout A > 0.

Preuve du théoréme 25 : Il s’en suit des lemmes 26 et 27 et le théoreme de Lomer-
Phillips [113, Théoreéme 4.3, p.14] que T engendre un Cy-groupe de contractions sur X,,.
Maintenant, sachant que M, € L(X,) et en tenant compte de [63, Théoreme 13.2.2], on
obtient le résultat. @

Le résultat suivant donne la forme explicite du Cp-groupe U (t) engendré par I'opérateur

d’advection Ty dans le cas ou H est une réflexion pure.

Théoréeme 28 Si H est une réflexion pure et si o(.) est une fonction paire sur [—1, 1],

alors Ty engendre un Cy-groupe sur X, donné par

UH(t)(-p(a:, é‘) = e_to'(g) Z (p (89”(6)4”@ + Xr — gt, é-) .X[(4n71)72‘»sgn(§)z’(4n+1)t‘12|»sgn(§)z:| (t)

n>0

“I— @(Sgn(f) (4n + 2)& — X + é‘t, _€)~X|:(4’"«+1)C"«g"39"(5)17(4”4’3)“12"39"(5)1] (t)

poutt >0 et p € X, et sgn(§) = %

Preuve : Il s’ensuit du Théoreme 25 et la remarque qui le précede que Ty engendre
un Cop-groupe (U (t))

considérons ¢ € X, et n € N. En utilisant les différents opérateurs définis précédemment

rer SUL X,. Pour établir I'expression analytique du semigroupe,

(3.2)
1 a 4n atazta’
B+H11M_H22 34 A nM_HHG_QO ZL‘,f = 6_(>\+U(£))[( +6)\€\+ - ]90 1'/, —f dl’l
A A A A |€|

s 1 (% _igo(enl@ntteta—ay
(3.3) (@mmﬂﬂmGWmﬂsze“”m T o €)da
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et

[2a+z+z/]

(3.4) <Wm@wm@:%/%“M@wwﬂfm'

Faisons un changement de variables 2’ = {t — x — (4n + 6)a, il vient da’ = [£|dt et par

suite

(BlelMif%z(T(/\))"MiHHGKSO)(% §) =
(3.5) / e_(”(’(f))tgo(—(éln + 6)& —x + &t —f) . X[(4(n+1‘)€T1)a+I’(4n+8‘g‘l)a+z] (t)dt.
0

D’une facon analogue, en utilisant des changements de variables adéquats, les équations
(3.3) et (3.4) peuvent s’écrire sous la forme :

(B HuMy (F'(N)"Gre)(x,8) =

—+00
(3.6) / e~ (M a(@) e((An+4)a+x —t&€).x [((4n+4) Data (4(n+1)+1)a+z](t)dt.

€l €l
0

+o0o
(3.7)  (BYHuG;p)(z,&) = / e~ (g — 2a 4 €, —f).x[(z‘;@)’(zﬁa)] (t)dt.
0

et

(3.5) (O &) = [ O ol — 1,.x(g e (O

Par suite, les expressions de Rt (A, Ty) montrent que

RY(\, T)p(x,§) =

+oo
/ —(\ o€ Z 90 4n + 2 CL —x + t€, f) [(4n+1)a+m (4n+3)a+m]
0

€] ’ €]
n>0

+g0(4na +x — tg, g) [((4n 2 1‘)a+1 (4n+‘1|)a+z] } dt.

D’une facon similaire Uexpression de R(X, Tj) donne :

R’(A,Tg)fogx,ﬁ) =
/ e~ (A Fa(©) Z {90((471 + 2)@ —x + t€, —f) [(4n+1)a . (4n+3)a+x]
0

H] [€]
n>0

+(p(_4na + xr — tg, §> [(4n |2‘)(1 z (4n+1)a— z] } dt

€]

50



Jhese Université de Constantine K. Saoudi

Ensuite, en tenant compte des expressions précédentes, R(\,Ty) peut s’écrire sous la

forme

4 R<)\7TH)SO($7§) =
/ 6_(>\+U(5))t Z @(Sgn(é') (4n + 2)0/ — T + t§7 _é).X[(4n+1)a+sgn(§)m’(4n+3)a+.’1:sgn(§):|

3
0 >0 H] €]

+@(Sgn<§)4na + xr — tg, 5).X[(4n—1)(|1.;sgn(§)z’(4n+1)¢‘1§zsgn(§)] } dt

Maintenant, cette expression combinée avec 1'unicité de la transformée de Laplace (voir,

par exemple, [42, Lemme 15, p. 626]), donne par identification :

U (t)p(,€) =

e o1 Z {90(4”(1-Sgn(5) +x — 1, 5)-X[<4n—1>c|t£+‘zsgn<s)7<4n+1>¢‘z§|zsgn<s)]
n>0

—1—90(—(471 + 2)a8gn(€) — X + tg, _5).X[(4n+1)1|12»‘1'sgn(§) , (4n+3)t‘L€+‘wsgn(£)] } dt

Remarque : Pour un méme calcul, I'expression du semi-groupe dans le cadre périodique

peut étre établi sous la forme :

U (t)p(x,€) =

efo'(é)t Z ()0 [2nasgn(£) _'_ r — té‘, é—] X[ (2n71)(‘1§+‘zsgn(§) , (2n+1)T;‘zsgn(§)j| .
n>0

3.4 Résultats de compacité

Rappelons que 'opérateur de transport Ay est défini comme une perturbation de 'opérateur
d’advection Ty :

Ap =Ty + K
ou K est 'opérateur d’advection défini par
K:X,— X,
o [ w6t eras.
Le noyau de collision k : [—1,1] x [=1,1] — R est supposé étre une fonction mesurable.

On a montré précédemment (voir Théoreme 28) que T engendre un groupe (U (¢)) (R

de classe C° sur X,,1 < p < +o0o0. Comme K est supposé borné, alors en utilisant
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la théorie des perturbations des semigroupes, il vient que Ty + K engendre un groupe

(VH(t)), de classe C° donné par la série de Dyson-Phillips.
Ici, on va s’intéresser & la compacité du reste R¥(¢) d’ordre 1 donné par
t
RE(t) = / Ut — s)KU" (s)ds.
0
Dans notre contexte ici, un opérateur de collision est dit régulier si sa restriction a
L,([—1,1]) (en fixant le x) est un opérateur compact.

Commencons par donner I'expression de R (¢) pour un opérateur de collision de rang 1.
Soit .
¢ X, Ko= [ 10w e
1

1
ou f € L,[—1,1] et g € L,[—1,1] avec — + — = 1.
p q

UH(t — 5)Kp(x, &) = e 0©09) {

>0 €] €l

1
/_1 F(©)9(€) Y @ (Anasgn() +z —&(t —5),¢) X[ Gnztetasm(e) (insiateom(e)| (t —s)dg'+
1

/f(—f)g(fl) D o (—x— (4n +2)a sgn(€) + £(t — 5), &) X[ ntie foseae) (ns)esesenis) (t —s)d¢

n>0 €] 3

-1

U (s)p(x,8) =

670'(6)5 Z SD (4masgl’1(f) _|_ r — fs, 5) .X[(4mfl)t‘12‘»zsgn(§) , (4m+1)¢|z§~l‘»a:sgn(§)j| (S)
m>0

1 Z 0 [—SB o (4m + 2)a.sgn(§) + 53, —f] .X[(4'm+1)l|ls+zsgn(f>7(4m+3)a+wsgn(§)](s)} .

= €]

KU (s)p(x,€) =
/_ F(©)g(ehe 7" {Z o (4ma.sgn(&’) + & — &'s,€) Xma

1 m>0

o ((4m + 2)asgn(€) — o+ €5, —€) X } aé’

Ofl Xm’l (S, Z, 5) - X[(4m—1)(‘1;|-:csgn(§) , (4m+1)|a;‘—xsgn(§)] (S) et Xm,2(87 xZ, 5) = X[(4m+1)(f§-&|—xsgn(§) , (4m+3)?§-§‘-xsgn(§)] (S)

UP(t — s)KU (s)p(z, &) = e 7@)E)

52



Jhese Université de Constantine K. Saoudi

1
u[&f@ag@veoﬁ”s{ S e (sgn(€dna +x — £(t — ) + dmasgn(€’) — €5,€) Yo X

n,m>0
+ Z (z+sgn(&)(4n + 2)a — (t — s)& — (sgn(&))(d4m +2)a + £'5,£")) Xm2Xn2
n,m>0
- Z —z —sgn(&)(dn + 2)a + (t — s)& + (sgn(&’))dma — &'s, —&')) XmaXn.2
n,m>0

+ ) p(—w —sgu(&dna — (1 — s)& = (sgn(¢))(4m + 2)a + &'s, =) Xm,QXn,l} dsdg’

n,m>0

Ce qui nous ramene a écrire

- > R

m,n>0
D’autre part, pour un réel fixé t > 0, il existe ng(t) tel que t < (4ng(t) — 2), ce qui montre

que, pour n > ng(t), on a

sgn(é)z + (4n — 1)a
€l

Un calcul simple montre que R (t) peut s’écrire sous la forme

< (4no(t) —2)a < —a+ (4n — 1)a < V(z,§) €] — a,a[x[-1,1].

no t)

ZRHnm

ou
Ry () = Ry () + Ry (8) + Ry (1) + Ry ()

ou

t 1 / no(t)
R ™(t) = / e o @t=2) / F(©g(€)e @8N o (x — &(t — 5) + 4na.sgn(€)
0 —1

n,m>0

_5,8 + 4ma.sgn(§’), Sl)Xm,IXn,l' } degl

no(t)
Ri[’gn’m(t) = / s / f(€ )e=)s Z o (—x+&(t — s) — 4na.sgn(§)
n,m>0

—(4m + 2)a sgn(&) + s, —&') XmaXn1 } dsd€’.

Ri3"(t) = /0 e o= /_ F(€)g(€)e 7 {Z @(l’— §(t —s) + (4n + 2)a.sgn()

n,m>0
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—(4m + 2)a.sgn(&') + s&' &) Xm2Xn2dsdE’ }

no (t)

t 1
Ri™(t) = Aefﬂm“ﬁj;f@m&@a“@s > p(—z+&(t—s)— (4n+2)asgn(S)

n,m>0

+4ma.sgn(£') — s &) Xn2Xmdsd' } :

Enoncons a présent le résultat principal de cette section.

Théoreme 29 Soit H un opérateur frontieére de réfiexion pure. Si K est un opérateur
de collision régulier sur X, (1 < p < +o0) et a(.) est une fonction paire sur [—1,1],

alors R (t) est compact sur X,.

Avant de montrer ce résultat, on va présenter quelques résultats essentiels dans la preuve

du théoréme.

Le premier résultat dans ce sens est fourni par le lemme suivant :

Lemme 30 Soit H une réflexion pure. Supposons qu’il existe v > w et m € N* tels
que

(H,) Z II[R(v + iy, TV'K[R(v + iy, T|™ || — 0 quand |y| — +oo.
i=0

Alors 0 <t w— Uy(t) est continue en norme.

De plus, moyennant des techniques analogues a [124, Lemme 4.3.1], on peut montrer

Lemme 31 Soit p = 2 et H une réflexion pure. St K est un opérateur de collision
régulier, alors pour tout v > w on a ||K[R(v+ iy, T)]|| — 0 et ||R(v + iy, T)K|| — 0

quand |y| — +oo.

Preuve du théoreme : Comme l'opérateur K est régulier sur les espaces L,(1 < p <
+00), il existe donc une suite d’opérateurs de rangs finis sur L,[—1, 1] qui convergent
en norme vers K il suffit d’établir le théoreme pour un opérateur de collision de rang 1

donné par :

waw@w@:[g@Mwwmww.
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ou f(.) € L,[—1,1],9(.) € L,[—1,1] et ¢ = Ll Ce sont quatres opérateurs qui ont la
p —
méme structure. Le fait que la compacité est stable par sommation montre qu’il suffit de

restreindre notre étude a l'opérateur

RI™ (1) =

/e (ts[f A%

go(a: + (sgné)dna — &(t — s) + (sgn&’)dma — &'s, &) xm.1xn1dsdE’.

Démontrons le résultat pour p = 2, le cadre général se déduit par un argument d’interpolation.

Sans perdre de généralité, on peut supposer que les fonctions f(.) € L*([—1,1]) et
g(.) € L*([—1,1]) sont positives.

—_——

Soit RH"m( t) 'analogue de RH’ "™(t) lorsque 7 (§) = . 1[n£ . a(§). On peut facilement
e[-1,

voir que

RV (t) < RITY™(1).

Grace a un argument de domination (voir Théoreme 19), la compacité de RH"m(t) (qui

est liée a la convexité de U'intervalle | — a, a[ [104] entraine la compacité de I'opérateur
R{{ ™ (t) d’apres le résultat de Doods-Fremlin. Dans ce cas les Lemmes 30 et 31 nous

guarantissent que t +— RH"m(t) est continue en norme pour t > 0. Par ailleurs, on sait
que KR(v + iy,Ty) est compact pour tout y € R et pour tout opérateur frontiere H
borné, donc en particulier, si H est une réflexion pure alors K R(v + iy, Ty) est compact
pour tout y € R. Maintenant le théoreme de S. Brendle [27, Théoréeme 3.2] montre que

RH”m( t) est compact pour tout £ > 0 et termine la preuve. L 4
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Chapitre 4

Quelques remarques sur les classes de

perturbations semi-Fredholm et Fredholm

On montre I'existence des espaces de Banach X et Y tels que 'ensemble des opérateurs
strictement singuliers S(X,Y") (resp., 'ensemble des opérateurs strictement cosinguliers
C8(X,Y)) est strictement inclu dans l'ensemble F(X,Y) (resp. F_(X,Y)) pour une
classe non vide d’opérateurs semi-Fredholm (fermés & domaines denses) supérieurs ¢, (X,Y)
(resp. pour une classe non vide d’opérateurs semi-Fredholm (fermés a domaines denses)

inférieurs ®_(X,Y)).

4.1 Introduction

Le travail de T. Kato [69] sur les opérateurs strictement singuliers a été le point de départ
d’un domaine assez complexe en théorie des opérateurs, celui des perturbations semi-
Fredholm et Fredholm entre deux espaces de Banach X et Y notés par F(X,Y), F, (X,Y)
et F_(X,Y), il a fait 'objet de plusieurs travaux traitant ces opérateurs, spécialement
les inclusions entre toutes ces classes et le probleme de stabilité par passage au dual.
La difficulté d’étudier ces questions provient du fait qu’elles sont liées directement a la
géométrie des espaces de Banach. La nouvauté ici consiste a étudier toutes ces classes
pour des opérateurs semi-Fredholm et Fredholm fermés a domaines denses qui ne sont
pas nécéssairement bornés. Pour X = Y, K. Latrach et A. Dehici [78, Lemme 2.3] ont

montré que F(X) = F°(X) ou F*(X) désigne la classe des perturbations de Fredholm
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agissant sur ®(X) N L(X). Le cadre des ensembles F, (X), F(X) et F_(X) et F°(X)
est différent, on note juste les inclusions F,(X) C F4(X) et F_(X) C F2(X). Ces
commentaires sont aussi applicables si X # Y. Ici, moyennant les espaces hériditairement
indécomposables construits par T. Gowers et B. Maurey et notés par Xg,/; on va montrer
que $(Xam X Xom, Xem) & Fo(Xam X Xen, Xamr) (vesp., C8(X &y, Xey X Xeu) &
F_ (X Xam * x X&), de plus, on va prouver que les inclusions 8(Z) ¢ F4.(Z) (resp.
CS(Z*) & F°(Z)) sont strictes pour une infinité d’espaces de Banach.

4.2 Quelques rappels nécessaires

Soient X et Y deux espaces de Banach et A € C(X,Y) ('ensemble des opérateurs fermés

a domaines denses). Pour tout = € D(A) (le domaine de A), on écrit :
llz||a = ||z||x + ||Az|ly (la norme du graphe).

Comme il a été mentionné dans la partie rappels, D(A) muni de la norme |[|.||4 est un
espace de Banach noté par X4, et A comme opérateur défini de X4 dans Y est borné. Si

D(A) C D(J), alors J est A-défini.

De plus, on a

B(A) = B(A)
a(A) = a(A), R(A) = R(A),a(A+ B) = a(A + B)
BA+J) = BA+J),R(A+J)=R(A+J). (4.1)

Il est clair que les relations (4.1) entrainent que

Acd (X)Y) & Acd (X,Y) (4.2),
Acd (X)) & Acd (X,Y) (4.3),
Acd(X)Y) & Aecd(X,Y)

4.3 Reésultats principaux

On commence cette étude par donner le résultat suivant:
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Proposition 32 Soient X et Y deux espaces de Banach (®(X,Y) # 0), donc

FX,Y) = F(X,Y).

Avant de compléter cette analyse, présentons quelques détails nécéssaires pour la suite.

Tout d’abord, donnons la définition des espaces totalement incomparables.

Définition 8 Deuzx espaces de Banach X etY sont dits totalement incomparables si leurs

sous-espaces fermés de dimensions infinies ne sont jamais isomorphes.

Il est facile d’observer que chaque deux espaces de I’ensemble {co} [J{¢,} sont totalement

incomparables. Plus précisément, on a :

Soit p € [1, 400, si p < r (resp. r < p), donc
L(&’?EP) = K(Emgp) = S(émgp) = ?b(emgp) = ?(ET,@,)

(resp. L(0,,0,) = S(ly,l,) = FO(l, 0,) # K({,,0y)). Ici on a ®(((,,0,) =0 (r # p) mais
on a aussi

F(lr, ) = F(lr, b))  (r #p).

D’autres part, il est facile de voir que si X et Y sont totalement incomparables, alors
chaque opérateur borné de X dans Y est strictement singulier. De plus, la définition des

perturbations de Fredholm permet d’affirmer ce qui suit

Lemme 33 Soient X etY deux espaces de Banach tels que

L(X,Y)=F(X,Y) alors ®*(X,Y) = 0.

On donne maintenant la définition des espaces hériditairement indécomposables qui jouera

un role primordial dans les résultats qui suivent :

Définition 9 Un espace de Banach X st dit indécomposable s’il ne peut pas étre décomposable

en la somme directe de deuz sous-espaces fermés de dimension infinies.

Définition 10 Un espace de Banach X est dit hériditairement indécomposable (H.I) si

tous ses sous-espaces fermés de dimension infinies sont indécomposables.
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En 1993, T. Gowers et B. Maurey ont donné I'’exemple d’un espace réflexif séparable

héréditairement indécomposable noté Xg), ayant un quotient héritant de cette propriété.

Théoréme 34 On a

L(Xem X Xou, Xemn) = Fo(Xem X Xou, Xam) # S(Xem X Xeu, Xam)
L(Xen Xewr X Xou) = fTFb(X(*;MaXé‘M X Xe) # CS(XGars Xem X Xéur)

Remarque : Comme conséquence immédiate de ce théoreme, on déduit que

L(Xam % Xaar, Xam) = F(Xam x Xaw, Xan) # S Xenm x Xaw, Xaw)
L( X Xon X Xam) = ?b(XéM:XEF;M X Xenr) 7 CS( X Xan < Xéw)

On va montrer que le Théoreme 34 reste vrai, respectivement, pour les classes de pertur-
bations F (Xanr X Xawm, Xom) et F_(Xaowm, Xam X Xaar), néanmoins les preuves sont

plus compliquées.

Le lemme suivant est essentiel pour prouver le Théoreme 37 qui peut étre regardé
comme une extension du Théoreme 34 au cas des opérateurs semi-Fredholm fermés a

domaines denses (non bornés).

Théoréeme 35 On a
a) & (Xemw x Xam, Xam) # 0

b) - (X X X Xong) # 0.

Preuve : Pour la classe ®(Xoy X Xeow, Xawm), la preuve est basée sur la séparabilité
de I'espace Xgar X Xau et celle de l'espace X(,, muni de la topologie *-faible. On peut
montrer alors 'existence d’un opérateur compact injectif a image dense de Xg)s dans
Xam X Xaur ; Ceci implique que opérateur K1 : R(K) C Xgn X Xaur — Xgar est un
opérateur de Fredholm fermé a domaine dense, ce qui entraine que ®(Xgy X Xanr, Xov) #
() et par suite ®, (Xgy X Xaum, Xon) # 0. Pour b), une approche similaire par dualité

permet d’établir le résultat pour la classe des opérateurs semi-Fredholm inférieurs.

La proposition suivante die a L. Weis [155], va jouer aussi un role fondamental dans

la preuve du Théoreme 37.
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Proposition 36 Soit Y un espace de Banach, alors

a) LY, 2)=8(Y,Z2)JP.(Y, Z) pour tout espace de Banach Z si et seulement si' Y

est un espace hériditairement indécomposable.

b) L(X,Y)=CS8(X,Y)UD_(X,Y) pour tout espace de Banach X si et seulement si

les quotients de Y sont hériditairement indécomposables.

Montrons maintenant le théoreme suivant :

Théoréme 37 On a

a) L(Xem X Xam, Xam) = F+(Xam X X, Xam) # 8(Xam X X, Xam),

b) L(X&ar Xoar X X)) = F Xen Xeu X Xéar) 7 C8(Xaar, Xoar X Xeu)-

Preuve : Pour a) il suffit d’établir Uinclusion L(Xgy X Xaur, Xom) € Fo(Xem X
Xowm, Xaur). Soit S € & (Xom X Xaum, Xan) et j Papplication définie de Xg dans
Xam X Xon par 7@ (D(S),|]]ls) = Xs — Xem X Xaur, j(z) = z, on va montrer que
j est strictement singulier. En effet, comme S € &, (Xgy X Xaum, Xenm), la relation
(4.2) montre que S € ®, (Xs, Xgu), ceci implique existence d’un sous-espace de codi-
mension finie H dans Xg qui est isomorphe & R(S) = R(S). D’autre part, R(S) est un
sous-espace hériditairement indécomposable fermé dans Xgy,, donc H va hériter cette
propriété dans I'espace de Banach Xg ce qui permet de conclure que Xg est un espace de
Banach hériditairement indécomposable. De plus, j ¢ &, (Xg, Xaar X Xgn) car si j €
S, (Xg, Xom X Xaur), on aura Xg = Xany X X, ceci contredit le fait que Xgy X Xan
est un espace qui n’est pas hériditairement indécomposable. Ensuite, en appliquant la
Proposition 36 (assertion a)), on en déduit que j est strictement singulier de Xg dans
Xem X Xeu. Prenons maintenant un opérateur borné T € L(Xan X Xeoar, Xawm ), tout
d’abord, on va montrer que les espaces Xgir = (D(S+T),||.||s+7) et Xs = (D(5),]|.||s)

sont isomorphes. En effet, soit x € Xg, 1 donc

|#lls4r = [lz]] + (S +T)(@)l]
< l=l +[I15@)[| + 1T ()]
< l=ll + {15 (@)I| + Ml]]
< (L4 M)([l=]l + 151D
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< (14 M)lfz]]s.

De plus, si z € Xg, on peut établir les estimations suivantes:

lells = el + 1S@)]
< el + 165 + T) (@) — T(@)||
< el + 165 + @)l + IT@)]
< el + IS + T)(@)|| + M]Jz]
< (1+ M)|lellser
et finalement,
17ls ol < (14 30 Jells
1+ M~ = '

Ce qui assure que les espaces Xg 1 et Xg sont isomorphes. Cet ismorphisme va étre noté
par h et défini par h(x) = x.

D’autre part, Uopérateur T + S : X1 — X défini par m(x) = (Tjh)(x)+(S;h)(x)
pour tout x € Xg 7 est un élément de 'ensemble @, (X, 7, Xgar), ceci provient directe-
ment du fait que les opérateurs Tjh et S;h appartiennent respectivement aux classes
S(Xsuir, Xom) et P (Xsir, Xon). Ensuite, en utilisant la relation ( ), on obtient
T+S € &.(Xg, X X, Xem) et, par suite T € F(Xg,, X Xay Xem). Con-
sidérons maintenant 'opérateur de projection Pr : Xgyu X Xgu — Xga défini par
Pr(z,y) = x. 1l est évident que Pr € L(Xom X Xawm, Xoar), mais cet opérateur n’est
pas strictement singulier car sa restriction a l’espace X x {0} est un isomorphisme; donc
L(Xem X Xams Xom) = Fo(Xam X Xon, Xem) # S(Xam X Xom, Xawm ). Ceci achéve
la preuve de a).

Pour b), soit S € ®_ (X, Xy x X&) et soit Xg = (D(95),]].||s), alors I'opérateur J*
défini par J* : Xg — X, J*(2) = x n’est pas un élément de la classe _(Xg, X)) car

si on suppose l'inverse on aura Xg ~ X7,, et par suite
Xeu/N(S) = Xs/N(S) = R(S)

qui est un sous-espace décomposable de codimension finie de 'espace X ¢, x X&;,; Ceci
contredit le fait que les quotients de l'espace X/, sont indécomposables. De plus, la
Proposition 36 (assertion b)) assure que J* est un opérateur strictement cosingulier.

Prenons T' € L(XE,, X&y X X&) ;3 Comme dans la preuve de a), I'opérateur T+3

défini de Xg 7 dans X, x X&), peut étre écrit sous la forme T/Jr\S(X) = (TJ*h)(x)+
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(SJ*h)(x) pour tout x € Xf,, ce qui montre que cet opérateur est un élément de la classe
O _(Xgir, XEp % X&), ceci provient immédiatement du fait que les opérateurs Tj«h et
S j«h appartiennent respectivement aux classes CS8(Xg i1, X X X)) et O (Xgpr, X, ¥
X&) ; ensuite en utilisant la relation (4.3), on déduit que T+S € ®_(Xgir, Xy X Xér)
et par conséquent 7' € F_ (X5, X X Xeay ), cecl entraine que L(X G, Xé X X&) =
F (X X < Xéu)-

Maintenant, considérons 'opérateur i défini par ¢ : X%y, — Xy X X&), i(z) =
(x,0), cet opérateur n’est pas strictement cosingulier. En effet, puisque i € L(XE,,, X&n ¥
X&) et notons par 7y l'application quotient mgy @ X, X Xy — (X&uy X X&)/ H
ou H = {(x,y) € X&, x X&y/y = 0} 11 est clair que opérateur 7y o i @ X, —
(X&uy % X&)/ H est surjective. Comme Codim(H) = oo, on déduit que ¢ n’est pas

strictment cosingulier de X¢,, dans X, X X,,. Par conséquent,
F_(Xens Xem X Xéu) # C8( X, Xen X Xénr)-
Ce qui termine la preuve. 4

Soit X un espace de Banach complexe et 7' € L(X), on définit

0.(T) = {AeC: M -T¢d"X)},
o (T) = {ANeC: A -T ¢, (X)},
o (T) = {(ANeC: N —-T¢d" (X))
On sait que 0.(7) est un ensemble compact non vide de C car il coincide avec le spectre

de I'image de T dans 'algebre de Calkin £(X)/X(X).

D’autre part, il est facile de voir que
o (TYUo_(T) Co.(T) (4.5).

De plus, la stabilité de 'indice des opérateurs semi-Fredholm soumis a des petites pertur-

bations donne les inclusions

!
=
S)

o
=3
N
)
_l’_
=3
~
=

Fr(o.(T)) < o-(T) (4.7)

ou Fr(c.(T)) désigne la frontiere de ’ensemble o, (7).
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Le résultat suivant montre que le fait que les ensembles o.(7") possedent des intérieurs
vides dans le plan complexe C permet d’établir des informations intéressantes sur les
classes de perturbations de Fredholm et semi-Fredholm. Plus précisément, on a la propo-

sition suivante:

Proposition 38 Soit X un espace de Banach tel que (0.(T))° = 0 pour tout T €
L(X), alors
F(X) =F(X) = F(X).

Preuve : Soit T' € L(X), il s’en suit des inclusions (4.5), (4.6) et (4.7) que
Fr(oe(T)) = 0e(T) \ (0e(T))° = 0e(T) = 04.(T) = o (T).

Pour prouver le résultat, il suffit d’établir les identités ®°(X) = @% (X) = ¢ (X). On
va restreindre notre preuve a l'inclusion @4 (X) C ®°(X) (Vinclusion ®° (X) C 9°(X)
se vérifie en utilisant le méme raisonnement). Ceci est équivaut a montrer I'inclusion
[®P(X)]¢ C [®%(X)]° sur L(X) (ol [®*(X)]¢ et [®%(X)]® sont les complémentaires des
ensembles [®°(X)] et [®% (X)]* dans L(X)) .

Soit A € [P(X)]¢, donc A ¢ Py(X), ceci implique que 0 € o0.(A) = 0.(A) et par
conséquent A ¢ ®% (X), ceci montre que A € [®% (X)]. @

Finalement, notre dernier résultat dans ce chapitre est traduit par:

Théoreme 39 Soit Z un espace de Banach Xgyr et soit X = Xgu X Xau XX Xam

(n > 2 fois). Onnote Y = X X Z = Xgu X Xau X -+ X Xagu (n+ 1 fois), alors
F(¥) = F(Y) £ 8(Y) (45).

et
Fo(Y*) = FO(Y*) #£ CS(Y™) (4.6).

Preuve : Tout d’abord, on observe que chaque opérateur A € L(Y) peut étre mis sous

la forme
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o A;; € L(Xgur) pour touti,j =1,--- ,n, D € L(Xeum), B € L( X, X) = F(Xgu, X),C €
L(X, Xem) = ffb(X, Xgum) car

FY(H,M) = L(H,M) sietseulement si F°(M,H) = L(M, H).

On note par
Ay oo A

On a 0.(A) = 0.(Ap). Comme Card(c.(A;;) = Card(c.(D) = 1 pour tout 4,5 =1,--- ,n,
on déduit que I'ensemble 8.(A) est formé d’'un ensemble fini de points dans C, donc il

est évident que son intérieur est vide. De plus, suivant la Proposition 38, on obtient

0 J
F(Y)=F,(Y). Donc P; = 7| oty Xon — X, Jy(z) = (2,0, ,0) donne
0 0

Pexemple d’un opérateur appartenant a F°(Y) = F3(Y) mais qui n'est pas strictement
singuliers. Deuxiémement, on montre que si H est réflexif alors [F (H)|* = F°(H*).

Donce P} € F° (Y*). Mais P} n’est pas strictement cosingulier car Jz« est surjectif. L 4
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Chapitre

Mesure de non-compacité et quelques

résultats en théorie de Fredholm

Soit X un espace de Banach et soit L(X) l'espace des opérateurs bornées sur X. On
montre que si T € L(X) et P, deux polynomes complexes tels que P(\g) # 0 (en
d’autres termes Ay n’est pas un zéro de P), @) divise P — P()\g) et la mesure de non-
compacité de lopérateur P(T) est inférieure a |P()\g)|, alors Q(T') est un opérateur de
Fredholm, on va constater que le cas des opérateurs de Riesz ainsi que beaucoup d’autres
résultats dans le domaine s’inscrivent comme des cas particuliers de notre cadre général.
Ces résultats seront exploités pour donner une nouvelle caractérisation du spectre essentiel

d’un opérateur fermé a domaine dense.

5.1 Introduction

Le travail présenté ici a comme sujet central I’étude d’une certaine classe d’opérateurs
permettant d’obtenir des résultats intéressants en théorie de Fredholm, qui représente
'une des clés pour la résolution des équations de type v—Tv = f (alternative de Fredholm
voir [29], [49], [69]). Notre analyse est basée sur les propriétés remarquables satisfaites
par le concept de la mesure de non compacité des opérateurs bornés. Ces propriétés vont
nous donner des conditions suffisantes pour lesquelles Q(7') est un opérateur de Fredholm
d’indice nul pour une certaine classe de polynomes. L’objectif des premiers résultats est

d’établir un cadre fonctionnel général permettant d’obtenir de nouveaux résultats dans
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cette direction. En effet, on montre que si A € L(X) et P, Q) deux polynémes complexes
qui satisfont & P(\g) et Q(0) # 0 et @ divise P — P()g), alors si 6(P(tA)) < |P(\o)|
pour tout ¢ € [0, 1], on obtient que Q(A) est un opérateur de Fredholm d’indice nul. Ceci
représente une étude quasi-macroscopique de certaines contributions établies par plusieurs
auteurs, la deuxieme partie des résultats est consacrée au cas des opérateurs de Riesz.
D’autre part, une extension d’une partie de Uanalyse faite par les auteurs dans [76], [77],
[84], [126], [127] est établie, il s’agit de donner une nouvelle caractérisation du spectre

essentiel de Schechter pour les opérateurs fermés a domaines denses

5.2 Résultats principaux

Théoreme 40 Soit X un espace de Banach, A € L(X), on suppose qu’il existe deux
polynomes complezxes P, Q) tels que P(X\o) # 0, Q divise P—P(\g) et §(P(A)) < |P(\o)|
alors Q(A) € ®(X). De plus si 6(P(tA)) < |P(Xo)| pour tout t € [0,1] et Q(0) # 0,
alors Q(A) est d’indice nul.

Preuve : Sans perdre de généralité, on peut supposer que P()g) = 1.

a) Commengons par montrer que «(Q(A)) < +oo Pour cela, il suffit d’établir que
N(Q(A)) N Bx (ou Bx est la boule unité de l'espace de Banach X) est un en-
semble compact. Plus précisement, on va prouver que si M est un sous-ensemble
compact de X alors S = {x € By : Q(A)(x) € M} est ou bien vide ou bien c’est
un sous-ensemble compact de X. En effet, supposons que S n’est pas vide, le fait
que @ divise P — X\ montre l’existence d’un polynéme complexe (& ccefficients com-
plexes) H tel que P — 1 = HQ donc P = HQ + 1. Considérons z € M et x € By
avec Q(A)(z) = z donc H(A)Q(A)(z) + = H(A)(z) + = ce qui implique que
r = P(A)(z) — H(A)(z). Comme l'image d'un ensemble compact par un opérateur

borné est compact, il s’en suit que ’ensemble

A= {—HA)(2): 2 € M}

est un ensemble compact aussi. Observons que S C P(A)S + A. En utlisant

I’assertion 3 du Lemme 5, il vient

5(S) < 5(P(A)(S) + A) < 8(P(A)(S)) < 6(P(A))8(S).
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On a §(P(A)) < 1. Ceci donne §(S) = 0 et montre que S est un sous-ensemble
compact de X. Pour établir le résultat concernant I’ensemble N(Q(A)) N By, il
suffit de prendre M = {0}.

b) Pour compléter la preuve, tout d’abord on va montrer que I'image R(Q(A)) de 'opérateur
Q(A) dans X est fermée. Comme N(Q(A)) est un espace de dimension finie, il va
exister un sous-espace fermé Y de dimension infinie tel que X = N(Q(A)) @ Y.

Maintenant, on va établir I'inégalité
a||Q(A)x|| > ||z]|, Yx €Y pour un certain a > 0.

Supposons que c’est la réciproque qui est vraie, alors pour tout n € N, il existe
1

une suite {z, }peny € Y de norme 1 qui satisfait a ||Q(A)(x,)|| < —, il s’ensuit que
n

Q(A)(x,)) — 0 quand n tend vers l'infini. En prenant
M ={Q(A)(z,) : n e N} U{0}

et en tenant compte de la premiere partie, on déduit que la suite {x,} admet une
sous-suite {x,x }r qui converge vers zp € Y. De plus, il est facile de voir que ||zo|| = 1
et Q(A)xg = 0. Ceci est une contradiction, ce qui entraine 'existence d’un nombre

a > 0 tel que o||Q(A)(z)]| > ||z|| et montre la fermeture de I'ensemble R(Q(A)).

c) On désigne par P et @ les polynémes conjugués de P et Q. Il est facile d’observer
que @ divise P — 1 et d’autre part on a Q(A*) = [Q(A)]* et P(A*) = [P(A)]*.
Comme 6(P(A)) < 1 donc ngrfooé[P(A)"] = 0 ce qui implique l'existence d'un
entier k£ € N tel que §[P(A)¥] < % En utilisant I’assertion 5 du lemme 5, on obtient
S[P(A)*] = 0[Pk(A*)] < 20[P*(A)], k > 1, olt 'opérateur [(P(A))*]* désigne le dual
de T'opérateur [P(A)]*. 11 est clair que si @ divise P — 1 alors Q divise P* — 1 et
par conséquent Q divise P¥ — 1. En procédent comme dans la preuve de la premiére
partie du théoreme mais cette fois-ci pour les polynomes P*, Q et lopérateur A*,
on obtient

o [[QA)] = a [QA7)] = BIQ(A)] < +o0
et par suite
Q(A) € 2 (X)NO_(X) = (X).

Maintenant si Q(0) # 0, on établit que Q(tA) est un opérateur de Fredholm pour

tout t € [0, 1], la stabilité de 'indice par les petites perturbations et la compacité
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de l'intervalle [0, 1] impliquent que

i(Q(t4)) = i(Q(0A) = i(Q(A) = 0. @

Théoréme 41 Soit X un espace de Banach et A € L(X). Si 6(A™) < 1 pour un

ceratin m > 0, alors T = 1 — A est un opérateur de Fredholm d’indice nul.

Pour la preuve, le fait que I — A € (X)) provient immédiatement du Théoreme 40 en

prenant Q(z) =1 —z et P(z) = 2" et A\g = 1.

Remarque : Soit P(z) = by + b1z + -+ - + b,2" un polynéme a coefficients complexes et

soit A un opérateur borné sur X qui satisfait a 'inégalité

>
i=0

Une condition essentielle assurant I’appartenance de I'opérateur I — A a 'ensemble ¢ (X)

Slbol + by A+ + b, A" < = |P(1)].

est que P(1) = 1. Si cette condition n’est pas satisfaite, le résultat est en général faux.
En effet, soit X un espace de Banach décomposable en la somme de deux sous-espaces
de dimensions infinies X; et X5 c’est a dire X = X; @& X5. On note par A la projection
sur l'espace X et soit P(z) = 2% — 2. 1l est facile d’observer que 4> — A = 0 ce qui
implique que P(A) = 0 et par conséquent §(A? — A) = 0 < 1, tandis que [ — A ¢ ®(X)

car N(I — A) = X, est un sous-espace fermé de dimension infinie (ici P(1) =0 # 1).
5.3 Le cadre des opérateurs de Riesz

Commencons cette section par donner la définition des opérateurs de Riesz.

Définition 11 Soit X un espace de Banach et soit R € L(X), on dit que R est un
opérateur de Riesz si pour tout A € C*, A\l — A € $(X).

Désignons par R(X) I'ensemble des opérateurs de Riesz sur X.

Une des questions clé en théorie des opérateurs consiste a donner une caractérisation
pour cette classe d’opérateurs via celle des opérateurs compacts et quasinilpotents. Un

des problemes lié a ce sujet est la fameuse décomposition de West qui a été démontrée
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positivement que sur les espaces £,(1 < p < 4+00) et L,(v), (1 < p < +00), signalons que
le probleme est toujours ouvert sur un espace de Banach quelconque. Dans cette section,
en utilisant le concept de la mesure de non-compacité, on va montrer que beaucoup de
résultats connus dans cette direction s’inscrivent comme des cas particuliers de notre cadre

général.

Notre premier résultat préparatoire est donné par la proposition suivante :

Proposition 42 Soit X un espace de Banach et soit R € R(X), alors pour tout
e > 0, il existe un entier n(e) > 1 tel que §(R™9) < e.

Preuve : Le fait que R € R(X) satisfait a la théorie de Riesz-Schauder montre que
I’ensemble des points A € o(R) qui satisfont a I'inégalité |A\| > ¢ est formé d’un ensemble
fini {A1, A2, -+, Am.}. Soit P; la projection de X sur les sous-espaces N(\;I — R) dans la
décomposition

X=NMN -R@®HN) (1<i<m.).

On désigne par V lopérateur R — Z Ro P;. 11 est facile d’observer que Z R o P; est un

=1
opérateur de rang fini donc il est compact de plus on a

ro(V) = lim ||V <,

n—-+00
ceci montre I'éxistence d’un entier n. tel que ||[V"|| < e. D’autre part, on peut ecrire
R" = V" + F,_ou F,_ est un opérateur compact et explique que §(R"™) = (V") < e.
Comme conséquence immédiate de ce résultat, on a le corollaire suivant qui donne une

prpopriété classiques des opérateurs de Riesz.

Lemme 43 Soit X un espace de Banach et A € R(X), donc i(A] — A) = 0 pour tout
AeC.

1
Preuve : On utilise la décomposition A\l — A = A (I — XA) 11 suffit donc de montrer

1 1
e <I — XA) est d’indice nul. Le fait que A € R(X) montre que XA est aussi un
1
opérateur de Riesz, en appliquant la Proposition 42 & I'opérateur XA (en prenant £ = 1)

1
et en tenant compte du Théoréme 41, on obtient que I — XA € ®(X) est d’indice nul ce

qui donne le résultat. @
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5.4 Stabilité du spectre essentiel

Soit X un espace de Banach et A un opérateur fermé a domaine dense sur X

Dans [76], [77], [84], [126], [127], les auteurs ont donné une caractérisation du spectre
essentiel de Schechter ou de Weyl moyennant la classe des perturbations de Fredholm.

Posons
Ma(X)={M € L(X): VA€ p(A+ M),3Im >0 tel que & ([(A—A—M)"'M|") <1}.

Donnons a présent la caractérisation suivante du spectre o.5(A) qui généralise celle établie

par les auteurs mentionnés au dessus.

Théoreme 44 Soit A un opérateur fermé a domaine dense sur X, donc on a

os(A)= () o(A+M)

MeMy (X)

Preuve : Comme §(K) =0 < 1 pour tout opérateur compact alors K(X) C M, (X) et

par suite [ o(A+ M) Cos(A).
MeMy (X)
Montrons maintenant Uinclusion inverse. On considere A € o0.5(A) et supposons que

A & Marenyx) (A + M), ce qui implique U'existence d'un opérateur Mo € M4(X) tel
que A € p(A + My). D’autre part, on peut écrire

A=A=[T+AN=A—=M)""My] (A=A — My).
En tenant compte du Théoreme 40, on a
[T+ N=A=M)""My] € ®(X) et i[I+(X—A— M) "My] =0.
De plus,
A—A=\N=A—M)[I+(X—A— M) "M € ®(X)

et
iAN—A)=iA—A—=My)+i[I+(N—A—My) "My =0+0=0.

Ceci implique que A € g.5(A). Ceci est une contradiction, donc

0s(A)C (] o(A+M).
MeMy (X)

Ce qui acheéve la preuve. @
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