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Résumé 

 
Ce travail, concerne  l’étude d’une classe de problèmes non standards, 
décrits  par des équations différentielles; en particulier, un problème 
parabolique abstrait à valeur finale, pour une équation différentielle non 
homogéne du premier ordre et à  coefficient  opératoriel  auto-adjoint positif, 
non borné. Ce problème est mal posé. Par la méthode des quasi-valeurs aux 
limites, on perturbe la donnée finale pour former une famille de problèmes 
dépendant d’un petit paramètre. On montre que le problème approché est 
bien posé et que, sa solution converge si le problème initial admet  une 
solution classique. On obtient aussi, une estimation de la solution du problème 
approché, ainsi que la convergence des solutions approchées et l’estimation 
de l’erreur de convergence.     

Mots clés : problème mal posé, théorie des semi-groupes, opérateur auto-
adjoint, méthode de quasi-réversibilité, méthode des quasi-valeurs aux limites. 
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0.1 INTRODUCTION

L�analyse des équations di¤érentielles et aux dérivées partielles, linéaires ou non,

"gouvernent" tellement de situations en physique, en mécanique, en chimie, et jusqu�en

économétrie. A cet e¤et, l�étude systématique des classes de di¤érents problèmes mal

posés pour les équations di¤érentielles est d�origine non récente. Il est clair, d�après les

travaux de Cauchy [3], Darboux [16] et Goursat [17], que ces questions avaient déjà de la

considération au milieu et vers la �n du 19eme siècle. Le fait est qu�il arrive dans certains

cas que, les équations (di¤érentielles, à dérivée partielle, ou autres) se présentent de telle

sorte que, l�on sait calculer la solution exacte mais, que les calculs soient trop longs et

compliqués; en particulier, pour les modèles physiques, où, on �ni dans beaucoup de cas,

par utiliser des approximations.

Ce fut Hadamard [19], [20], qui, en vue de sauver les mathématiciens et les scienti�ques

des calculs importants, d�ennuis et de pertes de temps, a introduit en1902 la notion de

«problème mal posé» , illustrant par des exemples et contre exemples les di¢ cultés qui se

posent. Un problème est dit bien posé, si les trois conditions ci-dessous sont satisfaites:

� La solution du problème existe pour toute donnée.

� La solution du problème est unique.

� La solution dépend continûment des données.

Si la solution au problème posé existe, il est parfaitement concevable, que des paramètres

di¤érents puissent conduire aux mêmes résultats, et si elle n�existe pas, il est inutile de

perdre son temps à en construire une. De toute façon, cette dernière éventualité est

soulevée par un procédé classique en mathématiques qui consiste à relaxer la notion de

solution.

La non-unicité est un problème plus sérieux. S�il y a plusieurs solutions, il faut un

moyen de choisir entre elles. Disposer d�une information supplémentaire (information à

priori)

La question la plus di¢ cile est, sans aucun doute, celle de la stabilité: si l�on change

légèrement les données (conditions initiales, conditions aux limites, coe¢ cients, la géométrie

du domaine, et les éventuelles variations en temps de ces derniers) la solution varie-t-elle

peu ou beaucoup? C�est-à-dire, varie-t-elle continûment en fonction des données? Il y a
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des problèmes où, une petite di¤érence dans les paramètres entraîne un comportement

totalement di¤érent de la solution (cas des phénomènes dits "chaotiques").

Le manque de stabilité est problématique, en e¤et, le fait d�entrer par exemple les don-

nées sur un calculateur électronique, ou de remplacer le problème exact par un problème

approché implique en général des perturbations sur les données Si on n�est pas assuré

que de «petites» perturbations sur les données entraînent des perturbations «pas trop

grandes» sur la solution, il devient très di¢ cile de calculer une solution approchée du

problème.

Néanmoins, à l�exception de quelques importants travaux de Calerman [2] dans les

1930, et quelques attentions des mathématiciens russes pour les classes de problèmes

inverses, Novicov [37], Tikhonov [50] et autres..., peu de considération à été donnée a ce

genre de problèmes jusqu�au milieu des années 1950; on pensait que seuls les problèmes

bien posés méritaient des investigations (Hadamard). Nous savons aujourd�hui que ce

n�est pas le cas.

Dans ses travaux, A.Tykhonov a reformulé en 1943 la dé�nition d�un problème bien

posé, élargissant ainsi la classe des problèmes bien posés. Selon Tikhonov, le problème

Ax = y est bien posé s�il véri�e les conditions suivantes:

� La solution du problème existe et appartient à un ensemble donné à prioriM inclus

dans E pour une classe de données dans F .

� Cette solution est unique dans la classe M .

� A une perturbation in�niment petite du second membre telle que la solution reste

dans M , correspond une variation in�niment petite de cette solution.

Les problèmes mal posés ne sont pas toujours impossible à traiter: lorsqu�on possède

des renseignements complémentaires, comme régularité assez bonne de la solution, ou

une connaissance de la nature probabiliste des perturbations et de leurs e¤ets, des tech-

niques de �régularisation�ou de �ltrage peuvent dans certains cas donner des résultats

satisfaisants.

Les problèmes mal posés sont issus de divers domaines de recherche, ils nécessitent

souvent une analyse mathématique sophistiquée et des méthodes numériques de haut

niveau. [1], [5], [6], [15], [20], [23], [26], [29], [30], [32], [33], [34], [35], [42], [43], [45], [46],
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[47], [51]...

Le présent travail est consacré à l�étude d�une classe de problèmes non standards

décrits par des équations di¤érentielles. Il est composé d�une introduction et de trois

chapitres.

Le premier chapitre commence par quelques rappels sur les opérateurs et des théories,

spectrale des opérateurs, ainsi que celle des semigroupes de classe C0 pour �nir avec le

théorème de Hill-Yoshida.

Le deuxième chapitre est consacré à quelques exemples de problèmes mal posés et, des

méthodes de régularisation des problèmes mal posés illustrées par des exemples.

Le troisième chapitre est consacré à l�étude d�une classe de problèmes mal posés non

homogènes. Plus exactement, on considère l�opérateur auto-adjoint positif A sur un espace

de Hilbert H; et le problème non homogène de la valeur �nale suivant :8<: u0(t) + Au(t) = f(t) 0 � t � T

u(T ) = g
(F:V:P ) (0.1.1)

avec u 2 C1([0; T ] ; H), f 2 C1([0; T ] ; H), g appartenant à un espace de Hilbert H et -A

le générateur in�nitésimal d�un C0 semigroupe S(t): (S(t) = e�At): Le problème est mal

posé.

Dans ce contexte, beaucoup d�approches ont été faites pour le cas homogène [5], [7],

[8], [46], [47]. Pour l�étude du cas non homogène, on note Lattés et Lions [29], qui utilisent

la méthode de quasi-réversibilité, puis de Hetrick et Hughes [22], ensuite de Dang Duc

Trong et Nguyen Huy Tuan [49] utilisant la quasi-réversibilité stabilisée, et S. Djezzar [9]

avec la méthode des quasi-valeurs aux limites.

Dans ce travail, on utilise cette dernière méthode (quasi-boundary value method) pour

le traitement de la classe de problèmes non homogènes sous considération.

On s�intéresse à l�existence de la solution du problème (F:V:P ). On établie des résultats

d�existence et d�unicité de la solution du problème approché, ainsi que la dépendance

continue par rapport aux données.

En�n nous établissons des résultats de la convergence de la solution régularisée, ainsi

que l�estimation de l�erreur obtenue.
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Chapitre 1

RAPPEL SUR LES OPÉRATEURS

ET LES SEMIGROUPES

Ce chapitre est constitué d�un rappel de quelques notions et compléments mathématiques

en relation avec ce travail. On citera en particulier, les théories des opérateurs et des

semigroupes et on �nira avec le théorème de Hill Yoshida.
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1.1 Les opérateurs compacts

Soit L(X; Y ) un espace normé d�opérateurs linéaires bornés de X dans Y.

Dé�nition 1.1.1

On dit qu�un opérateur A 2 L(X;Y ) est compact si l�image par A de la boule unité

de l�espace X, est relativement compacte dans l�espace Y.

Théorème 1.1.1

Tout opérateur compact A 2 L(X; Y ) fait correspondre à un ensemble borné dans X

un ensemble compact dans Y.

On remarque que A est compact si et seulement si l�image de toute partie bornée est

relativement compacte ou, de façon équivalente si et seulement si, l�image de toute suite

bornée possède une sous-suite convergente.

D�après le lemme de Riesz, l�identité d�un espace vectoriel normé est compacte si et

seulement si cet espace est de dimension �nie.

Dans le texte qui suit, l�ensemble de tous les opérateurs de L(X;Y ) qui sont compacts

sera désigné par �(X;Y)

Théorème 1.1.2

�(X; Y ) est un sous-espace dans L(X; Y ):

Théorème 1.1.3

Si X ou Y sont de dimension �nie, on a �(X; Y ) = L(X; Y ).

Proposition 1.1.1

Tout opérateur de rang �ni est compact.

Corollaire 1.1.1

Si A = lim
n!1

An (au sens de la norme de L(X; Y )); où les An sont des opérateurs com-

pacts ou de dimension �nie alors, A est un opérateur compact.
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Théorème 1.1.4

Soient A 2 L(X; Y ) et B 2 L(X; Y ): Si l�un quelconque (au moins) de ces deux

opérateurs est compact, leur produit BA est un opérateur compact.

Théorème 1.1.5 (schauder)

Soit A 2 L(X;Y ); où Y est complet. L�opérateur A est compact si et seulement si son
adjoint A� est compact.

1.1.1 Spectre d�un opérateur compact

Dé�nition 1.1.2

Soit X un espace de Banach. A 2 L(X)
L�ensemble résolvant est :

�(A) = f� 2 R; (A� �I) est bijectif de X sur Xg

Le spectre �(A) est le complémentaire de l�ensemble résolvant, �(A) = R��(A):

On dit que � est valeur propre �et on note � 2 V P (A)�si

N(A� �I) 6= 0

N(A� �I) est l�espace propre associé à �:

Remarque 1.1.1

Si � 2 �(A) alors (A� �I)�1 2 L(X):

Remarque 1.1.2

Il est clair que V P (A) � �(A): En général, l�inclusion est stricte: Il peut exister � tel

que :

N(A� �I) = f0g et R(A� �I) 6= X: (Un tel � appartient au spectre mais n�est pas

valeur propre)

Si dimX < 1 alors, �(A) = V P (A):
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Proposition 1.1.2

Le spectre �(A) est un ensemble compact et

�(A) � [�kAk ;+ kAk]

Proposition 1.1.3

Soit X un espace de Banach et A un opérateur compact de X dans X, de spectre �(A)

1. Si X est de dimension in�nie, 0 2 �(A):
2. � 6= 0 2 �(A) () � est valeur propre de A. Le sous-espace propre associé est

de dimension �nie.

3. �(A) est dénombrable et s�il est in�ni, on peut ranger ses éléments en une suite

�n,

j�n+1j 6 j�nj avec, lim�n
n!1

= 0

Dans l�espace de Hilbert H, considérons un opérateur linéaire A dé�ni sur un ensemble

D(A) dense dans H. Soit A� l�adjoint de A.

Dé�nition 1.1.3

Si D(A�) � D(A) et si A�x = Ax sur D(A), i.e si A� est une extension de A, on dit

que A est un opérateur symétrique.

Remarque 1.1.3

Tout opérateur auto-adjoint A est fermé, D(A) = H et, pour tout x, y de D(A), on a

toujours

(Ax; y) = (x; Ay)

1.1.2 Décomposition spectrale des opérateurs compacts auto-

adjoints

On suppose dans la suite que X = H est un espace de Hilbert et que A 2 L(H):
Identi�ant H 0et H on peut considérer que A� 2 L(H):
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Dé�nition 1.1.4

On dit qu�un opérateur A 2 L(H) est auto-adjoint si A� = A; c�est à dire:

(Au; v) = (u; Av) 8u; v 2 H

Proposition 1.1.4

Soit A 2 L(H) un opérateur auto-adjoint. On pose

m = inf(Au; u)
u2H
juj=1

et M = sup(Au; u)
u2H
juj=1

Alors

�(A) � [m; M ] ;m 2 �(A) et M 2 �(A)

Corollaire 1.1.2

Soit A 2 L(H) un opérateur auto-adjoint tel que �(A) = f0g :
Alors A = 0.

Théorème 1.1.6

On suppose que H est séparable. Soit A un opérateur auto-adjoint compact. Alors H

admet une base hilbertienne formée de vecteurs propres de A.

Théorème 1.1.7 (Hibert shmidt)

Si A est un opérateur auto-adjoint compact surH alors, pour tout x 2 H; l�élément Ax
se developpe en Série de Fourier convergente suivant une famille orthonormée de vecteurs

propres de A.
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1.1.3 Opérateurs non bornés

Soit H un espace de Hilbert. On supposera que les opérateurs considérés sont fermés.

Le spectre d�un opérateur fermable est tout simplement celui de sa fermeture.

Dé�nition 1.1.5

L�ensemble résolvant �(T ) d�un opérateur fermé T d�un espace de Hilbert H, est

l�ensemble des complexes � tels que (�� T ) soit bijectif de D(T ) sur H.

Dans ce cas R�(T ) = (�� T )�1 est la résolvante.

Proposition 1.1.5

Si � 2 �(T ); R�(T ) est un opérateur borné.
On dé�ni comme le cas des opérateurs bornés, le spectre de T comme étant le com-

plémentaire de l�ensemble résolvant. Les notions de valeurs propres, de spectre résiduel

sont les mêmes que dans le cas borné.

Proposition 1.1.6

L�ensemble résolvant �(T ) est un ouvert de C, sur lequel �! R�(T ) est analytique et

véri�e l�équation résolvante:

8� 2 �(T );8� 2 �(T ); R�(T )�R�(T ) = (�� �)R�(T )R�(T ): (1.1.1)

Il est par contre faux que le spectre soit compact ou toujours non vide.

Proposition 1.1.7

Soit T auto-adjoint. Alors:

1- Le spectre de T est réel, et on a la majoration

8� 2 CnR; kR�(T )k 6 1� jIm�j (1.1.2)

2- Le spectre résiduel de T est vide.

Proposition 1.1.8

Soit un opérateur auto-adjoint. Le spectre de T est donné par:

�(T ) =
n
� 2 C /9UnD(T ); kUnk = 1; lim

n!1
k(T � �I)Unk = 0

o
(1.1.3)
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1.2 Rappel sur les semigroupes

Dé�nition 1.2.1

Soit X un espace de Banach. Une famille paramètre T (t), 0 � t < 1; d�opérateurs

linéaires bornés de X vers X, est un semigroupe d�opérateurs linéaires bornés sur X si

(i) T (0) = I ( I est l�opérateur identité sur X)

(ii) T (t+ s) = T (t)T (s) pour tout t; s > 0 (propriété des semigroupes).
Un semigroupe d�opérateurs linéaires bornés T (t), est uniformément continu si:

lim
t!0

kT (t)� Ik = 0

L�opérateur linéaire A dé�ni par:

D(A) =

�
x 2 X : lim

t!0

T (t)x� x

t
existe

�
et

Ax = lim
t!0

T (t)x� x

t
=
dT (t)x

dt

����
t=0

pour x 2 D(A)

est le générateur in�nitésimal du semigroupe T (t), D(A) est le domaine de A.

Remarque 1.2.1

Par cette dé�nition, il est clair que si T (t) est un semigroupe d�opérateurs linéaires

bornés uniformément continus, alors:

lim
t!0

kT (s)� T (t)k = 0

Théorème 1.2.1

Un opérateur linéaire A est le générateur in�nitésimal d�un semigroupe uniformément

continu, si et seulement si A est un opérateur linéaire borné.

Théorème 1.2.2
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Soient S(t) et T (t) deux semigroupes uniformément continus d�opérateurs linéaires

bornés.

Si:

lim
t!0

T (t)� I

t
= A = lim

t!0

S(t)� I

t

Alors:

T (t) = S(t); pour tout t � 0:

Corollaire 1.2.1

Soit T (t) un semigroupe uniformément continu d�opérateurs linéaires bornés. Alors:

a) Il existe une constante ! � 0; telle que kT (t)k � e!t:

b) Il existe un unique opérateur linéaire A tel que kT (t)k = etA:

c) L�opérateur A de la partie b) est le générateur in�nitésimal de T (t).

d) t! T (t) est di¤érentiable en norme et,

dT (t)

dt
= AT (t) = T (t)A:

1.2.1 Continuité forte des semigroupes d�opérateurs linéaires

bornés

Dé�nition 1.2.2

Un semigroupe T (t), 0 � t � 1; d�opérateurs linéaires bornés sur X est un semi

groupe fortement continu, d�opérateurs linéaires bornés si:

lim
t!0

T (t)x = x pour tout x de X

Un semigroupe fortement continu d�opérateurs linéaires bornés sur X est appelé un

semigroupe de classe C0; ou simplement un C0 semigroupe.

Théorème 1.2.3

Soit T (t) un C0 semigroupe: Il existe une constante ! � 0 et M � 1 tels que :

kT (t)k �Me!t:
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Corollaire 1.2.2

Si T (t) est un C0 semigroupe; alors pour tout x 2 X; t ! T (t) est une fonction

continue de R+0 (l�axe non négatif) dans X.

Théorème 1.2.4

Soit T (t) un C0 semigroupe et soit A son générateur in�nitésimal; alors:

a) Pour x 2 X;

lim
h!0

1

h

Z t+h

t

T (s)xds = T (t)x

b) Pour x 2 X Z t

0

T (s)xds 2 D(A)

et

A(

Z t

0

T (s)xds) = T (t)x� x (1.2.4)

c) pour x 2 D(A); T (t)x 2 D(A) et;

d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax

d) pour x 2 D(A)

T (t)x� T (s)x =

Z t

s

T (�) Ax d� =

Z t

s

AT (�)x d�

Corollaire 1.2.3

Si A est un générateur in�nitésimal d�un C0 semigroupe T (t), alors D(A) le domaine

de A, est dense dans X et A est un opérateur linéaire fermé.

1.2.2 Le Théorème de Hill-Yoshida

Soit T (t) un C0 semigroupe: Du théorème (1:2:3), on déduit qui�il y a des constantes

! � 0 et M � 1 tels que :

kT (t)k �Me!t pour t � 0:
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Si ! = 0, T (t) est dit uniformément borné, et si de plus M = 1, on l�appelle un C0

semigroupe de contraction.

On rappelle que si A est un opérateur linéaire pas nécessairement borné dans X,

l�ensemble résolvant �(A) de A est l�ensemble de tous les nombres complexes � pour

lesquels �I � A est inversible; i:e: (�I � A)�1est un opérateur linéaire dans X.

La famille R(� : A) = (�I � A)�1, � 2 �(A) des opérateurs linéaires bornés, est

appelée la résolvante de A.

Théorème 1.2.5 (Hill-Yoshida)

Un opérateur linéaire borné A est le générateur in�nitésimal d�un C0 semigroupe de

contraction T (t), t � 0, si et seulement si:
i) A est fermé et D(A) = X:

ii) l�ensemble résolvant �(A) de A contient R+ et pour tout � > 0

kR(� : A)k � 1

�

On dé�ni pour tout � > 0; l�approximation Yoshida de A par:

A� = �AR(� : A) = �2R(� : A)� �I

Corollaire 1.2.4

Soit A le générateur in�nitésimal d�un C0 semigroupe de contractions T (t).

L�ensemble résolvant �(A) de A contient le demi-plan ouvert droit, i:e,

�(A) � f� : Re� > 0g

tels que:

kR(� : A)k � 1

Re�

Corollaire 1.2.5
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Un opérateur linéaire A est le générateur in�nitésimal d�un C0 semigroupe satisfaisant

kT (t)k � e!t;

si et seulement si,

i) A est fermé et D(A) = X

ii) l�ensemble résolvant �(A), de A contient l�axe f� : Im� = 0; � > !g ; tels que:

kR(� : A)k � 1

�� !
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Chapitre 2

MÉTHODES DE

RÉGULARISATION DE

PROBLÈMES MAL POSÉS

Ce chapitre est composé de deux parties: d�abord, des exemples variés de problèmes

mal posés, puis, de quelques méthodes de régularisation illustrées par quelques exemples.
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2.1 Exemples de problèmes mal posés

Résoudre un problème numérique, c�est trouer sa solution z à partir des données ou

conditions initiales u, z = R(u):Nous allons les assimiler aux éléments d�espaces U et F .

Un cas simple est la détermination du nombre de racines réelles d�un polynôme.

Exemple 2.1.1

Par exemple, le nombre de racines réelles du polynôme p(x) = �x2 + 3x�m varie de

façon discontinue quand m varie continûment sur la droite réelle. Il y a en e¤et, 2 racines

réelles si m � 9=4, et il n�y en a aucune si m > 9=4:

Démonstration:

� = 9� 4m
Si m > 9=4: � < 0; pas de racines.

Si m � 9=4 : � > 0; deux racines distinctes.

Si m = 9=4: une racine double.

Exemple 2.1.2

On souhaite résoudre le système linéaire AX = Y , où A est la matrice

A =

0BBBBB@
11 8 9 8

8 6 7 6

9 7 11 10

8 6 10 11

1CCCCCA

Si Y est le vecteur Y =

0BBBBB@
36

27

37

35

1CCCCCA ;

alors on trouve X =

0BBBBB@
1

1

1

1

1CCCCCA
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Mais si Y est le vecteur Y =

0BBBBB@
36; 1

26; 9

37; 1

34; 9

1CCCCCA ;

alors,

X =

0BBBBB@
60
7

�79
7

32
7

�8
7

1CCCCCA =

0BBBBB@
8: 57

�11: 28
4: 57

�1: 14

1CCCCCA
Autrement dit, de très petites variations sur Y ont conduit à de grandes variations

sur X.

De façon précise, si A est une matrice, son conditionnement est K(A). Dans l�exemple

précédent, on trouve K(A) = 546: 06, où la norme choisie est la norme matricielle associée

à la norme kk2 sur R4 i.e. .
Ce phénomène de mauvais conditionnement explique pour partie la di¢ culté de prévoir

certains phénomènes. Les appareils de mesure ne sont jamais parfaits, et il est impossible

de connaitre exactement Y . Cela peut entraîner une très grande imprécision sur la valeur

de X.

Exemple 2.1.3

Il est à noter que la dé�nition de problèmes mal posés ne se rapporte qu�au couple

donné d�espaces métriques (F; U) car, transposé dans d�autres espaces métriques, le même

problème peut s�avérer bien posé, comme nous allons le voir dans l�exemple suivant:

Le calcul de la série de Fourier à Coe¢ cients approchés dans la métrique de l2

Considérons une série de Fourier que nous écrivons:

f(x) =

1X
n=0

an cos(nx)

et supposons que chaque coe¢ cients an soit entaché d�une erreur �=n (à l�exception de a0

évidement); nous écrivons donc :

cn = an + �=n ; c0 = a0 et � > 0:
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La fonction f(x) est donc remplacée par la fonction g(x) :

g(x) =

1X
n=0

cn cos(nx)

En supposant que f est g sont continues et bornées pour appliquer la norme (1) dans l2.

Dans la métrique l2; les coe¢ cients di¤èrent de la quantité:

�1 =

( 1X
n=0

(cn � an)
2

)1=2
= �

( 1X
n=1

1

n2

)1=2
=

��p
6

Par conséquent, �1 est aussi petite que l�on veut.par un choix approprié de la quantité �.

D�autre part, si la distance entre f(x) et g(x) est donnée par la norme de la convergence

uniforme, nous avons:

sup jg(x)� f 0x)j = sup
������

1X
n=1

cos(nx)

n

����� = j�j
1X
n=1

1

n
;

Cette quantité peut être aussi grande que l�on veut.

Ainsi, si l�écart de la somme de la série est pris dans la métrique de C, la sommation

de la série de Fourier n�est pas stable.

Si on choisi la norme de la convergence en moyenne quadratique, le problème devient

bien posé sur un tel couple d�espaces métriques (F; U); en e¤et:

�Z �

0

[f(x)� g(x)]2 dx

�1=2
=

(
�

2

1X
n=1

(cn � an)
2

)1=2
= E1

r
�

2

�Z �

0

[f(x)� g(x)]2 dx

�1=2
=

8<:
Z �

0

" 1X
n=1

(cn � an)
2 cos(nx)

n

#2
dx

9=;
1=2

=

8<:
Z �

0

" 1X
n=1

(cn � an)
2 1 + cos(2nx)

2

#2
dx

9=;
1=2

= �

8<:
Z �

0

" 1X
n=1

1

2
(cn � an)

2 +
1

2

sin(2nx)

4n

#2
dx

9=;
1=2
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=

(
�

2

1X
n=1

(cn � an)
2

)1=2
= �1

r
�

2

Exemple 2.1.4

L�équation de Fredholm de première espèce constitue un problème mal-posé. Consid-

érons l�équation fonctionnelle suivante:

Z b

a

K(x; t)z(t)dt = u(x) , pour x 2 (c; d); (2.1.1)

Expression dans laquelle z(t) est une fonction inconnue de l�espace F des fonctions

continues sur (a; b) et u(x) est une fonction connue de l�espace U . Mentionnons au passage

que l�équation de convolution est un cas particulier de cette équation fonctionnelle K(x; t)

devenant K(x;�t):
Ajoutons une hypothèse supplémentaire sur le noyau K(x; t) qui est connu: c�est une

fonction continue en x qui possède une dérivée partielle @K(x; t)=@x également continue.

Montrons que le problème est mal-posé. Supposons que pour un second membre u1(x);

nous connaissions une solution exacte z1(t); on peut alors écrire:

Z b

a

K(x; t)z1(t)dt = u1(x):

Maintenant supposons que l�on connaisse un second membre approché peu di¤érent

de u1(x) dans la métrique L2; et on se propose de rechercher une solution voisine de z1(t):

Considérons dans L2; la solution

z2(t) = z1(t) + � sin(!t)

Elle est solution de l�équation :

�

Z b

a

K(x; t) sin(!t)dt+ u1(x) = u2(x):

Dans une métrique quadratique �u ( U est l�espace des fonctions carrés sommables

L2), cette expression permet de calculer la distance de ju1(x)� u2(x)j:
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�u(u1; u2) =

�Z d

c

ju1(x)� u2(x)j2 dx
�1=2

�u(u1; u2) = j�j
(Z d

c

�Z b

a

K(x; t) sin(!t)dt

�2
dx

)1=2
Prenant ! >> j�j ; on peut trouver un K(x; t) où, l�intégrale converge avec ! au

dénominateur. Cette expression peut être rendue aussi petite que l�on veut. Calculons

maintenant la distance des solutions correspondantes, dans la même métrique:

�u(z1; z2) =

(�Z b

a

jz1(t)� z2(t)j
�2
dt

)1=2
= j�j

�Z b

a

sin2(!t) dt

�1=2

�u(z1; z2) = j�j
�Z b

a

1� cos (2!t)
2

dt

�1=2

�u(z1; z2) = j�j
�Z b

a

dt

2
�
Z b

a

cos (2!t)

2
dt

�1=2

�u(z1; z2) = j�j
�
(b� a)

2
+
sin (2!b)

4!
� sin (2!a)

4!

�1=2

�u(z1; z2) = j�j
�
b� a

2
� 1

2!
sin [!(b� a)] cos [!(b+ a)]

�1=2
(2.1.2)

(sin a� sin b = 2 cos(a+b
2
) sin(a�b

2
))

On voit sans peine qu�on peut choisir les nombres ! et � tels que pour les écarts

aussi petits que l�on veut de u1(x) et u2(x); l�écart des solutions respectives calculé par la

formule (2.1.2) soit arbitrairement grand.

Si l�on se propose d�évaluer l�écart des solutions dans la métrique �z de la convergence

uniforme (F peut être pris �egal �a L1):

�z(z1; z2) = sup jz1(t)� z2(t)j pour t 2 (a; b):

On calcule alors,
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�z(z1; z2) = sup jz1(t)� z2(t)j = sup j� sin(!t)j = j�j pour t 2 (a; b):

Choisissant ! et � tels que pour que les écarts de u1(x)et u2(x) soient aussi petits que

l�on veut, l�écart des solutions peut être arbitrairement grand.

Ici le problème n�a pas été modi�é par le choix de la norme.

Exemple 2.1.5

Changeons le signe dans l�équation di¤érentielle:

@u(x; t)

@t
+�u(x; t) = 0 pour x 2 Rd; t 2 R+

u(x; 0) = v(x) pour x 2 Rd: (2.1.3)

L�équation di¤érentielle est appelée, équation rétrograde de la chaleur.

Par exemple, si d = 1 et v(x) = n�1 sin(nx); où n est un entier naturel positif, alors

la solution est:

u(x; t) = n�1en
2t sin(nx);

Véri�ée en la substituant dans l�équation.

kvkc = n�1(! 0qdn!1)
ku(t)kc = n�1en

2t(!1qdn!1)
Ce problème est mal-posé.

En d�autres termes, trouver la propagation de température ultérieure, sachant la prop-

agation de température initiale, est un problème bien posé. Cependant, trouver la prop-

agation de température à un temps �nal est un problème mal-posé.

Exemple 2.1.6

Considérons le problème suivant :8>>><>>>:
@2u
@x2
+ @2u

@y2
= 0 x 2 [0; 1] ; y 2 [0; 1]

u(x; 0) = 0

@u
@y
(x; 0) = �

n
sin(�nx) n = 1; 2; :::
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Les fonctions un(x; y) = 1
n2
sin(�nx)sh(�ny) sont solutions du système précédent. Or,

pour chaque valeur de n, on peut trouver un nombre xn 2 [0; 1] tel que
sin(�nxn) = 1;véri�ant:

limsup
n!1

jun(x; y)j =1

Ce qui prouve que les fonctions de ce problème ne dépendent pas continûment des

données initiales.

Exemple 2.1.7

Considérons le problème de Cauchy relatif à l�équation de Laplace dans le cas bidi-

mensionnel (l�exemple cité par Hadamard [20]: trouver la solution de l�équation

�u(x; y) = 0

à partir des données initiales, c�est-à-dire la solution véri�ant les conditions8<: u(x; 0) = f(x)

@u
@y

���
y=0

= '(x)
�1 < x < +1

f(x) et '(x) étant des fonctions connues

Si l�on pose

f1(x) � 0 et '1(x) =
1

a
sin ax;

Le problème de Cauchy a pour solution la fonction

u1(x; y) =
1

a2
sin(ax)sh(ay); a > 0:

Si l�on prend

f2(x) = '2(x) � 0;

Le problème de Cauchy a pour solution la fonction

u2(x; y) � 0:
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Evaluant les écarts des données initiales et des solutions dans la métrique de C, on a:

�C(f1; f2) = sup
x
jf1(x)� f2(x)j = 0;

�C('1; '2) = sup
x
j'1(x)� '2(x)j =

1

a
:

La dernière quantité peut être rendue aussi petite que l�on peut lorsque a est assez

grand.

Or, l�écart des solutions

�C(u1; u2) = sup
x
ju1(x; y)� u2(x; y)j = sup

x

���� 1a2 sin(ax)sh(ay)
���� = 1

a2
shay

Pour tout y > 0 �xé, peut être arbitrairement grand quand a prend des valeurs

su¢ samment élevées.

Ce problème n�est pas stable et, donc, doit être considéré comme mal posé.

Considérons le problème de Cauchy qui consiste à trouver la solution de l�équation

@2u

@t2
+
@2u

@x2
= 0 t > 0; �1 < x < +1

véri�ant les conditions initiales

u(x; 0) = f(x);

@u(x; 0)

@y
=
1

n
sinnx;

Où n est un entier naturel. Il est immédiat de s�assurer que la solution à ce problème

est la fonction

u(x; t) =
1

n2
sh nt sinnx (2.1.4)

Puisque,

����@u(x; 0)@t

���� = ���� 1n sinnx
���� � 1

n
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La quantité ut(x; 0) sera partout aussi petite que l�on veut en module pour n su¢ sam-

ment grand. Par ailleurs la formule (2:1:4) montre que la solution u(x; t) prendra des

valeurs aussi grandes que l�on veut pour t > 0 arbitrairement petit si n est assez grand.

Supposons que nous ayons trouvé une solution u0(x; t) satisfaisant aux conditions initiales

u(x; 0) = '0(x);

@u(x; 0)

@t
= '1(x): (2.1.5)

La solution qui véri�era les conditions initiales

u(x; 0) = '0(x);

@u(x; 0)

@t
= '1(x) +

1

n
sinnx; (2.1.6)

Sera la fonction

u(x; t) = u0(x; t) +
1

n2
sh nt sinnx:

On voit qu�une petite perturbation des conditions initiales entraîne une perturbation

aussi grande que l�on veut de la solution du problème de Cauchy, et ce dans un voisinage

arbitrairement petit de la ligne des données initiales.

Exemple 2.1.8

Soit le problème suivant:

Au = f

A 2 $(H;F ), H; F des espaces de Hilbert.
Si A est compact et R(A) non fermé alors, le problème est mal posé.

R(A) est non fermé ) A�1 est non borné =) la troisième condition n�est donc pas

véri�ée.

Le problème reste mal posé.

Exemple 2.1.9
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Considérons l�équation di¤érentielle:8<: u0(x) = u(x)� 1
u(0) = 0

Cette équation admet comme solution

u(x) = ex � 1

Si la condition initiale est donnée par u(0) = �, la solution est alors:

v(x) = (1 + �)ex � 1:

De sorte que la di¤érence s�écrit:

v(x)� u(x) = �ex

Si x varie dans l�intervalle [0; 30], on a

v(30)� u(30) = �e30 ' 1013�:

Si la précision des calculs est de 10�10; le problème est numériquement mal posé, bien

que mathématiquement bien posé.

Exemple 2.1.10

Recherche du prolongement analytique d�une fonction, connue sur une partie d�un

domaine, dans le domaine tout entier.

Soit D un domaine �ni, E l�arc de courbe appartenant au domaine D. Dans ce cas, le

problème du prolongement analytique d�une fonction dé�nie sur l�arc de courbe E dans

le domaine D tout entier est instable.

En e¤et, soit z0 un point à la frontière du domaine D, dont la distance à E est d > 0,

et f1(z) une fonction analytique dans D.

La fonction

f2(z) = f1(z) +
�

z � z0
;

Où � est un nombre positif connu, est analytique dans D elle aussi.
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Ces fonctions di¤érent sur l�ensemble D de la quantité �=z � z0 dont le module ne

dépasse pas �=d,

C�est-à-dire que,

jf2(z)� f1(z)j < �=d sur l0ensemble E:

On peut faire �=d aussi petit que l�on veut par un choix convenable de la valeur de �

Or, dans le domaine D; la di¤érence des fonctions

f2(z)� f1(z) = �=z � z0;

n�est pas bornée en module ( voir[4], [11], [12], [24] ).

Les problèmes mal posés sont issues de divers domaines de recherche, ils nécessitent

souvent une analyse mathématique sophistiquée et des méthodes numériques de haut

niveau. [1], [2], [3], [4], [7], [10], [11], [12], [12], [13], [14], [16], [17], [18], [20], [24], , [25],

[27], [28], [29]. [28].

2.2 Quelques Méthodes de régularisation de prob-

lèmes mal posés

Longtemps, on a pensé que l�étude des problèmes mal posés n�avait pas d�intérêt et que

tout problème "intéressant", devait véri�er les trois conditions d�Hadamard. Ce point

de vue est trop réducteur. Beaucoup de méthodes de régularisations ont été établies,

donnant suite à des résultats satisfaisants.

Pour résoudre un problème mathématique qui présente quelque di¢ culté, on choisit

généralement une méthode approchée; parfois on remplace le problème de départ par un

problème approché.

Si un problème est bien posé, il y a de bonnes chances qu�une solution soit trouvée

par un algorithme stable, sur un ordinateur. Sinon, il doit être reformulé pour traitement

numérique. Typiquement, cela suppose des hypothèses supplémentaires, par exemple la

régularité de la solution. Ce processus est connu sous le nom de régularisation. Parmi ces

méthodes, citons quelques unes:
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2.2.1 Méthode de Tikhonov

Pour présenter le principe de la régularisation on va considérer un problème inverse Kx =

y où K : X ! Y est un opérateur compact injectif. Le fait de choisir K injectif n�est pas

très contraignant car on peut toujours restreindre l�espace X au complément orthogonal

de N(K), où N désigne le noyau. Les espaces X et Y sont des espaces de Hilbert. On

supposera de plus que y 2 K(X), i:e. le problème inverse possède une solution unique.

Ce qui rend le problème mal-posé est la non continuité de l�opérateur inverse. Soit � > 0:

Dé�nition 2.2.1 Une famille d�opérateurs linéaires bornés R� : Y ! X est une �stratégie

de régularisation�si

8x 2 X; lim
�!0

R�Kx = x

i:e. l�opérateur R�K converge simplement vers l�identité.

Soit R� une stratégie de régularisation pour l�opérateur K : X ! Y , où X est un

espace de dimension in�nie. Alors:

1. Les opérateurs R� ne sont pas uniformément bornés: il existe une suite

f�jgj2N � R+ telle que

lim
j
kR�jkL(Y;X) =1:

2. Il n�y a pas de convergence de R�K vers l�identité au sens de la norme d�opérateur.

Pour la démonstration de ce théorème voir [27] (pp24-25)

La donnée initiale y 2 Y n�est jamais connue exactement : il y a toujours un bruit

qui vient la perturber. Notons y� la donnée perturbée où le nombre � > 0 est le niveau

de bruit, i:e. y � y�

Y
� �

Notons x�;� : = R�y
� l�approximation de la solution du probléme inverse Kx = y

obtenue avec l�opérateur de régularisation et la donnée perturbée. En utilisant l�inégalité

triangulaire surx�;� � x

X
on obtient

x�;� � x

X
� � kR�kL(Y;X) + kR�Kx� xkX (2.2.7)
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Le premier terme de droite de (2.2.7) représente la majoration de l�erreur due au

niveau de bruit. Par le Théorème (2.2.1), nous avons vu que kR�k ! 1 quand �! 0. Il

ne faut donc pas choisir � trop petit sinon l�erreur peut devenir très grande. Par contre

le second terme de droite de l�équation tend vers 0 quand � tend vers 0 par dé�nition de

R�.

Nous allons faire tendre le niveau de bruit � vers 0 et nous allons choisir une stratégie

de régularisation de manière à ne pas commettre une trop grande erreur sur la vraie

solution x.

Une stratégie de régularisation � 7�! �(�) est admissible si pour tout x 2 X lim
�!0

�(�) =

0 et lim
�!0

sup
y�2Y

�R�(�)y� � x

X
; tel que

Kx� y�

Y
� �
	
= 0

Plusieurs exemples de stratégies de régularisation admissibles se trouvent dans [27].

Nous allons présenter dans la section suivante la méthode de Tikhonov pour approcher

les problèmes inverses.

Le principe de cette méthode pour résoudre le problème inverse mal posé Kx = y est

de choisir comme solution l�élément x� 2 X qui minimise la quantité

kKx� yk2Y + � kxk2X

L�existence et l�unicité du minimum est immédiate par coercivité et stricte convexité

de x 7�! kxk2X . Le paramètre � est appelé le paramètre de régularisation. Pour que
l�élément x� qui réalise le minimum ait une faible erreur avec la donnée y, ce paramètre

doit être choisi assez petit. Il doit également être choisi assez grand pour que la stricte

convexité du terme kxkX corrige l�instabilité du problème posé. On appelle x 7�! kxk2X
la fonctionnelle régularisante. On a le résultat suivant [27], [51], [55].

Soit � > 0 et K : X ! Y un opérateur linéaire borné de l�espace de Hilbert X vers

l�espace de Hilbert Y . Alors la fonctionnelle de Tikhonov admet un unique minimum en

x� 2 X. L�élément x� est la solution de l�equation normale

�x� +K�Kx� = K�y

Grâce à cette équation nous pouvons dé�nir l�opérateur de régularisation de Tikhonov

par

30



R� = (�I +K�K)�1K� : Y ! X (2.2.8)

Il reste à démontrer que cet opérateur est bien un opérateur de régularisation et sous

quelles conditions le choix de � en fonction du niveau de bruit � est admissible. C�est

l�objet du théorème suivant:

Théorème 2.2.1 SoientK : X ! Y un opérateur linéaire compact et � > 0: L�opérateur

�I +K�K est inversible et l�opérateur R� dé�ni par (2.2.8) est une stratégie de régular-

isation avec

kR�kL(Y; X) �
1

2
p
�
:

Tout choix de �(�)! 0 avec �2�(�)! 0 est admissible, [28], [55].

La méthode de régularisation de Tikhonov, i:e. la minimisation globale de la fonc-

tionnelle, est en fait équivalente à un autre problème de minimisation avec contraintes.

Ce résultat important permet de comprendre la méthode sous deux angles di¤érents.

Soit x� la solution du problème

min
x2X

kKx� yk2Y + � kxk2X (2.2.9)

Posons � = kKx� � ykY et D� = fx 2 Xj kKx� ykY � �g. Alors x� est aussi solution
du problème

min
x2D�

kxk2X (2.2.10)

Réciproquement si x� est la solution de (2.2.10) et si 0 =2 D�; alors il existe �� > 0 tel

que x�, soit la solution de 2.2.9.

La méthode de régularisation de Tikhonov est une des méthodes les plus employées

pour résoudre les problèmes mal posés. Par exemple elle est utilisée avec succès pour

inverser les matrices mal conditionnées [44], [51]. Cependant le choix de la norme au

carré comme opérateur de régularisation n�est pas toujours e¢ cace car, il faut sélection-

ner l�opérateur de régularisation en fonction de ce que l�on cherche à obtenir. Dans les

exemples numériques qui vont suivre on verra que le choix de l�opérateur de régularisation

conduit à des solutions radicalement di¤érentes.
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Le problème du calcul numérique de la dérivée d�une fonction que l�on mesure est un

problème mal posé. Pour voir cela on considère l�espace de Banach X des fonctions C1

dé�nies sur [0; 1] à valeurs dans R muni de la norme de la convergence uniforme. On

dé�nit l�opérateur linéaire I : X ! X par:

If(t) =

Z t

0

f(s)ds;8f 2 X:

Le problème direct consiste donc à calculer la primitive de f 2 X qui vaut 0 en 0, ce

problème est clairement bien posé. Pour résoudre le problème inverse il faut, connaissant

F 2 X calculer sa dérivée f 2 X. Le problème inverse est mal posé. En e¤et, nous

savons qu�il existe une dérivée unique de F 2 X mais, l�opérateur de dérivation n�est pas

continu de X dans lui même. La Figure (2:2:1) permet d�observer cette instabilité, nous

avons calculé la dérivée de la fonction t 7�! sin(3t) + p(t) où la fonction p est une petite

perturbation. On observe une grande déviation entre la dérivée de la fonction F et celle

de la fonction perturbée.

Figure 2:2:1 : t! F (t)
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Figure2:2:2 : t! F 0(t)

La Fig.1 représente la fonction F : t 7�! sin(3t) et la même fonction perturbée par

un bruit blanc. Sur la Figure (2:2:2), la dérivée de F et son évaluation numérique.

Nous allons appliquer la méthode de Tikhonov pour résoudre ce problème de la dériva-

tion numérique. Pour cette résolution nous allons nous placer dans l�espace L2([0; 2�];R)et

nous calculons la dérivée en résolvant le problème

min
f2L2([0;2�])

kFb � Ifk2L2([0;2�]) + � kfk2L2([0;2�])

où Fb : [0; 2�]! R est la fonction dont nous voulons calculer la dérivée. On suppose

que cette fonction est une version perturbée de la fonction F et que l�erreur (le niveau

de bruit) est kF � Fbk = �: On distingue sur la �gure (2:2:1), la fonction F et sa ver-

sion perturbée Fb; qui nous ont servi pour l�exemple. On utilisant la méthode ci-dessus

pour calculer f , nous obtenons la fonction tracée sur la �gure (2:2:3). Le paramètre de
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régularisation ayant été choisi convenablement par rapport au niveau de bruit.

Figure2:2:3 : Dérivée régularisée dans L2 ([0; 2�])

On remarque que cette solution n�est pas satisfaisante car la fonction obtenue ne

ressemble pas beaucoup à un cosinus comme elle le devrait; cela s�explique par le fait que

la minimisation de la norme de f dans L2([0; 2�]); n�oblige pas la fonction obtenue à être

régulière. Une alternative pour apporter plus de régularité est d�utiliser la méthode de

Tikhonov dans un espace de Sobolev, plutôt que dans L2([0; 2�]).

Calculons donc la solution du problème

min
f2H1([0;2�])

kFb � Ifk2L2([0;2�]) + � kfk2H1([0;2�]) (2.2.11)

La �gure (2:2:4) montre la dérivée calculée de cette manière.

Figure2:2:4 : Derivée régularisée dans H1 ([0; 2�])
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La fonction f est ici bien plus régulière que celle trouvée précédemment, de plus, elle

ressemble beaucoup à une fonction cosinus ce qui été le résultat souhaité. Cet exemple

montre clairement que pour résoudre un problème inverse, il faut rajouter des hypothèses

de manière à obtenir un résultat conforme à nos attentes.

2.2.2 Méthode de Lavrentiev

Soit A un opérateur linéaire compact sur un espace de Banach X. Une équation linéaire

de la forme

Ax = y (2.2.12)

sera appelée équation de première espèce. L�inconnue x est recherchée dans un espace de

Banach X. y est un élément connu d�un espace de Banach Y . Les espaces X et Y sont

tous deux réels ou tous deux complexes. L�ensemble de dé�nition D(A) de A se confond

avec X tout entier. L�ensemble des valeurs R(A) de l�opérateur A est en général non

fermé.

Supposons que N(A) = f0g, si X est de dimension in�nie, l�opérateur A admet un

inverse A�1sur R(A) qui n�est pas borné. Cette circonstance, fait que le problème dé�ni

par Ax = y devienne instable.

Cette méthode consiste à réduire l�équation Ax = y à une équation de deuxième espèce

(x� Ax = y). Voici un problème qui illustre clairement, l�idée de la régularisation.

Soient ~A et ~y des " approximation de A et de y respectivement. Considérons l�équation

approchée

~Ax = ~y (2.2.13)

Si par exemple, ~A = A et ~y =2 R(A); l�équation ~Ax = ~y n�a pas de solution. Même si

elle a une solution ~x; nous n�avons aucune raison de croire que ex ! x pour " ! 0; où,

x est solution de Ax = y. Proposons-nous de "régulariser" cette équation. A cet e¤et,

introduisons une équation auxiliaire de deuxième espèce

( ~A+ �I)x� = ~y; (2.2.14)
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en choisissant le paramètre de régularisation � en fonction de "; de telle sorte que x� tende

vers x pour "! 0: Cela est possible, en se donnant quelques restrictions supplémentaires.

Théorème 2.2.2

Supposons que l�opérateur A véri�e pour tout � > 0; la condition

kA+ �Ik�1 � c

�
:

Supposons aussi que y 2 D(A�2): Si le paramètre de régularisation � > 0; est choisi en

fonction de " de telle sorte que, pour "! 0, on a aussi �! 0 et "��2 ! 0; alors

x� ! x pour �! 0:

Si

� = 0(�1=3)pour�! 0;

Alors

kx� � xk = 0(�1=3)

2.2.3 Méthode de quasi-réversibilité

Il est important de noter qu�il n�y a nullement unicité de la méthode quasi-réversibilité,

dans tous les exemples que nous avons rencontré, il y a toujours une in�nité de méthodes

de quasi-réversibilité possibles (toutes relevant de la même idée: on change le "système "

de façon que le problème qui était mal posé devienne bien posé).

L�idée générale de la méthode est de modi�er convenablement les opérateurs aux

dérivées partielles intervenant dans le problème. Cette modi�cation se fait par l�introduction

de termes di¤érentiels, qui sont:

-soit "petits"(pouvant fortement tendre vers zéro);

-soit "dégénérant aux bords" (par exemple pour " éliminer " des conditions aux limites

mathématiques gênantes, ou constituant précisément les inconnus à déterminer).

Ces opérateurs ainsi modi�és, sont généralement d�ordre di¤érent de l�opérateur initial

et de même nature (elliptique, etc.) ou non.
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Exemple 2.2.1

Il est connu que le problème de Cauchy pour l�équation rétrograde de la chaleur est in-

stable vis-à-vis des faibles variations des valeurs initiales. L�instabilité persiste également

lorsque la solution est assujettie à certaines conditions accessoires aux limites. La méth-

ode de quasi-réversibilité [29] vise à obtenir une solution stable à de pareils problèmes. Se

plaçant dans le cas du problème directe, soit D un domaine �ni de l�espace euclidien Rn à

n dimensions, des points x = (x1; x2; ..., xn) limité par une surface lisse par morceaux S

et t le temps. Soit ensuite '(x) une fonction continue dé�nie sur D Le problème directe

consiste à trouver la solution u = u(x; t) de l�équation

@u

@t
��u = 0 (2.2.15)

dans le domaine G � fx 2 D; t > 0g véri�ant les conditions aux limites

u(x; t) = 0 pour x 2 S

avec les conditions initiales

u(x; 0) = '(x): (2.2.16)

Ici

� =
nX
k=1

@2u

@2xk
:

On sait que ce problème a bien une solution. A chaque fonction '(x) 2 C (C classe

des solutions) répond une solution du problème (2.2.15) à (2.2.16), qui sera désignée par

u(x; t; '):

Le problème inverse consiste à trouver '(x) à partir de u(x; t; '): Dans les problèmes

pratiques, la fonction u(x; t; ') s�obtient en général à la suite d�une série de mesures: on

ne la connait donc, qu�approximativement. On admet que u 2 L2: Il se peut que cette

fonction ne corresponde à aucune fonction <<initiale>> '(x) et, par conséquent, il est

fort possible de ne pas trouver dans la classe C des fonctions la solution du problème

inverse. Pour cette raison, on va s�occuper du problème de recherche d�une certaine la

solution généralisée du problème inverse.
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Soient connues, une quantité T > 0 et une fonction  (x) dé�nie dans le domaine

D; (x) 2 L2: On dé�nit sur les fonctions '(x) de la clase C la fonctionnelle

f(') =

Z
D

ju(x; T ; ')�  (x)j2 dx:

Par solution généralisée du problème inverse, nous entendrons la fonction '(x) sur

laquelle on a:

f0 = inf
'2C

f('):

Remarque 2.2.1

L�intuition suggère de choisir la fonction '(x) de telle façon que f(') = 0: Il su¢ rait

pour cela de trouver la solution du problème direct

@u

@t
��u = 0;

u(x, t) = 0 pour x 2 S, 0 < t < T ; (2.2.17)

u(x; T ) =  (x)

et de poser '(x) = u(x; 0): Or un tel problème, pour une fonction donnée  (x) de L2;

serait en général non résoluble et, en outre, instable vis-à-vis de faibles variations de la

fonction  (x):

Sur une certaine classe de fonctions généralisées '(x) on a f0 = 0: Il s�agit donc de

chercher une valeur approchée de f0 à une erreur donnée près.

Etant donnée une quantité � > 0; trouver une fonction '�(x) telle que f('�) � �:

Ce problème se résout justement par la méthode de quasi-réversibilité.

L�idée de la méthode de quasi-réversibilité est de chercher au lieu de l�opérateur de la

chaleur @=@t�� un opérateur B� <<voisin>> pour lequel le problème rétrograde

B�u� = 0; x 2 D; 0 < t < T , � > 0;

u�(x; T ) =  (x);

u�(x; t) = 0 pour x 2 S; t < T
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soit stable. Une fois le problème résolu, on pose

'(x) = u�(x; 0):

Généralement, on prend en quantité d�opérateur B� l�opérateur

@

@t
��� ��2

et l�on cherche la solution du problème direct

@u�
@t

��u� � ��2u� = 0; x 2 D; t < T; � > 0;

u�(x; T ) =  (x);

u�(x; t) = 0 pour x 2 S; 0 < t � T;

�u� = 0 pour x 2 S; 0 < t � T:

En suite on pose

'(x) = u�(x; 0):

Notons que, pas plus que l�opérateur de la chaleur, l�opérateur
�
@
@t
��� "�2

�
n�est

pas réversible. Mais, l�un est "bien posé" dans le sens des t croissants, l�autre dans le

sens des t d�ecroissants, d�où la terminologie adoptée "quasi-réversibilité".

La méthode de quasi-réversibilité est applicable à une classe plus étendue de problèmes

se rapportant aux équations d�évolution.

Remarque 2.2.2

De façon générale, pour un problème donné relevant de la méthode de quasi-réversibilité,

il n�y a pas une méthode Q.R, mais une infinit�e. Pour le choix de la méthode, on peut

se borner le plus souvent à celle qui parait ��la plus simple���ou bien à celle qui est

susceptible d�interprétation physique, pouvant aider par exemple, au choix numérique de

certains paramètres�Bien entendu, en première analyse, on doit déterminer la nature et

les propriétés des termes indispensables pour transformer le problème en un problème

bien posé �[6], [15], [23], [26], [36], [33], [34], [35], [38], [39], [31].
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2.2.4 Méthode des quasi-valeurs aux limites (quasi-boundary

value method)

Soit A un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert H où �A est le générateur

in�nitésimal d�un semi-groupe compact de contraction dans H. On considère le problème

de trouver u : [0; T ]! H tel que:8<: u0(t) + Au(t) = 0; 0 < t < T

u(T ) = f
(F:V:P ) (2.2.18)

pour une certaine valeur �nale f dans H. De tels problèmes sont mal posés, du fait que

même si la solution unique existe sur [0; T ] ; elle ne dépendra pas continûment de la valeur

�nale f .

L�idée était de remplacer (F:V:P ) par un problème approché qui soit bien posé et

d�utiliser ensuite, les solutions de ce nouveau problème pour, construire des solutions

approchées du (F:V:P ). Dans [29] on remplace A par une perturbation (A � �A2) et

on utilise la valeur initiale; seulement la méthode n�a pas considéré u(t) pour t < T et,

l�opérateur contenant f dans u�(0) avait une large norme, pour un petit paramètre �,

[35].

Showalter [46] a approché le (F:V:P ) par:8<: u0�(t) + Au�(t) = 0

u�(0) = v�(0)
(2.2.19)

Où il montre que, les u� sont des solutions approchées pour (F:V:P ); dans le sens où

u�(T ) converge vers f quand � tend vers zéro. De même il montre que u�(t) converge

vers la solution du (F:V:P ); si et seulement si une telle solution existe. Mais la norme de

la fonction f dans v�(0) reste assez large pour un petit paramètre �:

Par la suite Miller [35] considéra ce problème en trouvant des perturbations optimales

de l�opérateur A. Il a¢ rma qu�il était possible de mettre la norme dans l�ordre de
�
c
�

�
plutôt que, exp( c

�
) avec des conditions sur la perturbation de f(A); et de nouveau, il

utilisa la valeur initiale du problème approché; il l�appela "quasi-réversibilité stabilisée".

Finalement, showalter [47] considéra un problème plus général dans un sens di¤érent,
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il approcha le problème:8<: u0(t) + Au(t)�Bu(t) = 0 0 < t < T

u(0) = f
(2.2.20)

Par: 8<: u0(t) + Au(t)�Bu(t) = 0 0 < t < T

u(0) + �u(T ) = f
(2.2.21)

Il appela cette méthode: "quasi-boundary value method" (méthode aux valeurs limites).

Il conclu que, cette méthode donne une meilleure approche.

Selon cette méthode, G.Clarck et S.Oppenheimer [5], ont approché le problème (F:V:P )

par: 8<: u0(t) + Au(t) = 0 0 < t < T

�u(0) + u(T ) = f;
(2.2.22)

Ce qui a permis d�obtenir des estimations explicites, concernant l�ordre de convergence

des approximations. L�erreur introduite par de petits changements dans la valeur �nale

f n�est pas exponentielle mais, de l�ordre de 1
�
sur [0; T ] : Il montra que ce problème est

bien posé pour tout � > 0 et que, les approximations u� sont stables. Il montra aussi,

que u�(T ) converge vers f quand � tend vers zéro et, que les valeurs u�(t) convergent sur

[0; T ] si et seulement si (F:V:P ) admet une solution.

Cette méthode est celle qui a été appliquée, au chapitre III, pour régulariser un prob-

lème mal posé.
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Chapitre 3

RÉGULARISATION D�UNE

CLASSE DE PROBLÈMES MAL

POSÉS NON HOMOGÈNE

3.1 Introduction

Soit A un opérateur auto-adjoint positif dans un espace de Hilbert séparable H. �A est
le générateur in�nitésimal d�un C0 semigroupe de contraction compact. On considère le

problème à valeur �nale (F:V:P ) suivant, qui consiste à trouver u : [0; T ]! H tel que:8<: u0 + Au = f 0 � t � T

u(T ) = g
(F:V:P ) (3.1.1)

Où f 2 C1([0; T ] ; H) et g 2 H sont deux fonctions données. On suppose que 0 2 �(A)
et que A�1 est compact. Soit f'ng une base orthonormée des vecteurs associée aux valeurs
propres f�ng de A:i:e:; A'n = �n'n: On suppose que

0 < �1 < �2 < ::: < lim�n
n!1

=1

Formellement la solution du (F:V:P ) si elle existe, elle s�écrit sous la forme:

u(t) = S(t� T )(g �
Z T

0

S(T � s)f(s)ds) +

Z t

0

S(t� s)f(s)ds (3.1.2)
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C�est un problème mal posé du fait que même si la solution unique existe sur [0; T ],

elle ne dépendra pas nécessairement, continûment de la donnée �nale g.

On considère le problème suivant:8<: u0 + Au = f 0 � t � T

�u(0) + u(T ) = g
(Q:B:V:P ) (3.1.3)

Où, la donnée �nale u(T ) = g; du (F:V:P ) est perturbée pour former une famille de

problèmes dépendant d�un petit paramètre. Cette méthode est appelée selon [5]; méthode

des quasi-valeurs aux limites, et son problème associé s�appelle "quasi� boundary value

problem"(Q:B:V:P ).

On note pour tout t 2 [0; T ] ; pour tout f(t) 2 H et pour g 2 H :

f(t) =
1X
n=1

fn(t)'n et g =
1X
n=1

gn'n

3.2 Condition su¢ sante pour l�existence de la solu-

tion du problème mal posé non homogène

Lemme 3.2.1

Si g =
1P
n=1

gn'n est dans H, f 2 C1([0; T ] : H), tel que f(t) =
1P
n=1

fn(t)'n, alors,

(F:V:P ) admet une solution classique si:

1X
n=1

�2ne
2�nTg2n et

1X
n=1

�2ne
2�nTf 2n(t) convergent: (3.2.4)

Preuve. si
1P
n=1

�2ne
2�nTg2n et

1P
n=1

�2ne
2�nTf 2n(t) convergent; on pose:

u(t) = S(t� T )

�
g �

Z T

0

S(T � s)f(s)ds

�
+

Z t

0

S(t� s)f(s)ds (3.2.5)

On a donc,

u0(t) + Au(t) = �AS(t� T )

�
g �

Z T

0

S(T � s)f(s)ds

�
+ f(t)� A

Z t

0

S(t� s)f(s)ds

+AS(t� T )

�
g �

Z T

0

S(T � s)f(s)ds

�
+ A

Z t

0

S(t� s)f(s)ds = f(t):
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D�où u(t) est une solution de (F:V:P ) et u(t) 2 C1(]0; T [ ; H).
Véri�ons que u(t) 2 H :

ku(t)k2 =

1X
n=1

�
e�n(T�t)

�
gn �

Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

�
+

Z t

0

e��n(t�s)fn(s)ds

�
'n


2

ku(t)k2 6 4
1X
n=1

e2�n(T�t)

"
g2n+

�Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

�2#
+ 2

1X
n=1

�Z T

0

e�nT (fn(t)) ds

�2
et donc,

ku(t)k2 6 4
1X
n=1

e2�nTg2n+4

1X
n=1

T

Z T

0

e2�nTf 2n(s)ds+ 2

1X
n=1

T

Z T

0

e2�nTf 2n(s)ds

ku(t)k2 6 4
1X
n=1

e2�nTg2n+6T

Z T

0

 1X
n=1

e2�nTf 2n(s)

!
ds

Comme
1P
n=1

e2�nTg2n et
1P
n=1

e2�nTf 2n(t) convergent donc, u(t) est dans H, donc u(t) existe.

Véri�ons que u(t) 2 D(A):

kAu(t)k2 =

1X
n=1

�n

�
e�n(T�t)

�
gn �

Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

�
+

Z t

0

e��n(t�s)fn(s)ds

�
'n


2

kAu(t)k2 6 4
1X
n=1

�2ne
2�n(T�t)

"
g2n+

�Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

�2#
+2

1X
n=1

�2n

�Z t

0

e��n(t�s)fn(s)ds

�2

kAu(t)k2 6 4
1X
n=1

�2ne
2�nTg2n+6T

Z T

0

 1X
n=1

�2ne
2�nTf 2n(s)

!
ds

Comme
1P
n=1

�2ne
2�nTg2n et

1P
n=1

�2ne
2�nTf 2n(t) convergent donc, u(t) 2 D(A), donc u(t) est

solution classique du (F:V:P ):

3.3 Le problème approché

On considère le problème suivant:8<: u0 + Au = f 0 � t � T

�u(0) + u(T ) = g
(Q:B:V:P ) (3.3.6)
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Où, la donnée �nale u(T ) = g; du (F:V:P ) est perturbée pour former un problème non

local approximatif qui, dépend d�un petit paramètre. Cette méthode est appelée selon [5];

méthode des quasi-valeurs aux limites, et son problème associé s�appelle "quasi�boundary
value problem"(Q:B:V:P ).

Dé�nition 3.3.1

pour tout g de H, � > 0; f 2 C1 ([0; T ] ; H) ; on dé�nit u� : [0; T ]! H; tel que :

u�(t) = S(t) (�I + S(T ))�1
�
g �

Z T

0

S(T � s)f(s)ds

�
+

Z t

0

S(t� s)f(s)ds (3.3.7)

3.4 Existence, unicité et stabilité de la solution du

problème approché

Théorème 3.4.1 Si g =
1P
n=1

gn'n est dans H; et f 2 C1 ([0; T ] ; H) �xé tels que

1P
n=1

�2ng
2
n et

1P
n=1

�2n jjjfnjjj
2 soient convergentes alors, la fonction u�(t) est la solution

classique du (Q:B:V:P ) et elle dépend continûment de g.

jjjfnjjj étant la norme sup sur ([0; T ] ; H) :
Preuve. Commençons par prouver que u�(t) est solution du (Q:B:V:P ):

u�(t) = S(t) (�I + S(T ))�1
�
g �

Z T

0

S(T � s)f(s)ds

�
+

Z t

0

S(t� s)f(s)ds

Donc,

u�0(t) + Au�(t) = �AS(t) (�I + S(T ))�1
�
g �

Z T

0

S(T � s)f(s)ds

�
�A

Z t

0

e�A(t�s)f(s)ds+ f(t)

+AS(t) (�I + S(T ))�1
�
g �

Z T

0

S(T � s)f(s)ds

�
+A

Z t

0

S(t� s)f(s)ds:

= f(t):
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Il est clair que u�(t) véri�e l�équation

�u�(0) + u�(T ) = g

L0unicit�e :

On a:

u(T ) = S(T )u(0) +

Z T

0

S(T � s)f(s)ds

Donc,

�u(0) + u(T ) = �u(0) + S(T )u(0) +

Z T

0

S(T � s)f(s)ds = g

D�où:

u(0) = S(0) (�I + S(T ))�1
�
g �

Z T

0

S(T � s)f(s)ds

�
Le (Q:B:V:P ) devient:8<: u0 + Au = f

u(0) = S(0) (�I + S(T ))�1
�
g �

R T
0
S(T � s)f(s)ds

�
C�est le problème de Cauchy, il admet la solution unique.

Stabilit�e :

Pour tout g1; g2 de H on a:u�g1 (t)� u�g2 (t)
 =

S(t) (�I + S(T ))�1
�
g1 �

Z T

0

S(T � s)f(s)ds

�
+

Z t

0

S(t� s)f(s)ds

� S(t) (�I + S(T ))�1
�
g2 �

Z T

0

S(T � s)f(s)ds

�
�
Z t

0

S(t� s)f(s)ds

u�g1 (t)� u�g2 (t)
 = S(t) (�I + S(T ))�1 (g1 � g2)

u�g1 (t)� u�g2 (t)
 = S(t) (�I + S(T ))�1

 kg1 � g2ku�g1 (t)� u�g2 (t)
 6 1

�
kg1 � g2k

Véri�ons que u�(t) 2 D(A) :

kAu�(t)k2 =
1X
n=1

"
�2ne

�2�nt

(�+ e��nT )2

�
gn �

Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

�2
+ �2n

�Z t

0

e��n(t�s)fn(s)ds

�2
+ 2

�ne
�2�nt

(�+ e��nT )

�
gn �

Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

��Z t

0

e��n(t�s)fn(s)ds

��
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kAu�(t)k2 �
1X
n=1

2

"
�2n

�
�
t�T
T

�2 
2g2n +

�
2

Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

�2!
+ 2�2n

�Z T

0

e��n(t�s)fn(s)ds

�2#

kAu�(t)k2 � 4
�
�
t�T
T

�2 1X
n=1

�2n

 
g2n +

�Z T

0

fn(s)ds

�2!
+ 2

1X
n=1

�2n

�Z T

0

fn(s)ds

�2

kAu�(t)k2 �

4
�
�
t�T
T

�2 1X
n=1

�2ng
2
n + 4T

�
�
t�T
T

�2 1X
n=1

�2n

�Z T

0

f 2n(s)ds

�
+ 2T

1X
n=1

�2n

�Z T

0

f 2n(s)ds

�

kAu�(t)k2 �

4
�
�
t�T
T

�2 1X
n=1

�2ng
2
n + 4T

�
�
t�T
T

�2 Z T

0

 1X
n=1

�2nf
2
n(s)

!
ds+ 2T

Z T

0

 1X
n=1

�2nf
2
n(s)

!
ds

kAu�(t)k2 �

4
�
�
t�T
T

�2 1X
n=1

�2ng
2
n + 4T

�
�
t�T
T

�2 Z T

0

 1X
n=1

�2n jjjfnjjj
2

!
ds+ 2T

Z T

0

 1X
n=1

�2n jjjfnjjj
2

!
ds

kAu�(t)k 6
"
4
�
�
t�T
T

�2 1X
n=1

�2ng
2
n +

�
4
�
�
t�T
T

�2
+ 2

�
T 2

1X
n=1

�2n jjjfnjjj
2

# 1
2

kAu�(t)k 6 2
�
�
t�T
T

� 1X
n=1

�2ng
2
n

! 1
2

+
�
2�

t�T
T +

p
2
�
T

 1X
n=1

�2n jjjfnjjj
2

! 1
2

D�où u�(t) 2 D(A); t 2 [0; T ].

3.5 Estimation de la solution approchée

Théorème 3.5.1 Pour tout g 2 H; f 2 C1 ([0; T ] ; H), t 2 [0; T ] et � > 0; on a:
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ku�(t)k 6 2�
t�T
T kgk+ T

�
2�

t�T
T +

p
2

�
kfk

Preuve. On note kfk2 =
1P
n=1

f 2n et kgk2 =
1P
n=1

g2n

ku�(t)k2 =

1X
n=1

"
e�2�nt

(�+ e��nT )2

�
gn �

Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

�2
+

�Z t

0

e��n(t�s)fn(s)ds

�2
+ 2

e��nt

(�+ e��nT )

�
gn �

Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

��Z t

0

e��n(t�s)fn(s)ds

��

ku�(t)k2 � 4
1X
n=1

e�2�nt

(�+ e��nT )2

 
g2n +

�Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

�2!
+2

1X
n=1

�Z t

0

e��n(t�s)fn(s)ds

�2

ku�(t)k2 6 4
�
�
t�T
T

�2 1X
n=1

 
g2n +

�Z T

0

fn(s)ds

�2!
+ 2

1X
n=1

�Z t

0

fn(s)ds

�2

ku�(t)k2 6 4
�
�
t�T
T

�2
kgk2+4

�
�
t�T
T

�2 1X
n=1

�
T

Z T

0

(fn(s))
2 ds

�
+2

1X
n=1

�
T

Z T

0

(fn(s))
2 ds

�

ku�(t)k2 6 4
�
�
t�T
T

�2
kgk2 + 4T 2

�
�
t�T
T

�2
kfk2 + 2T 2 kfk2

ku�(t)k 6
�
4
�
�
t�T
T

�2
kgk2 +

�
4
�
�
t�T
T

�2
+ 2

�
T 2 kfk2

� 1
2

ku�(t)k 6 2�
t�T
T kgk+ T

�
2�

t�T
T +

p
2

�
kfk

3.6 Convergence de la solution approchée

Théorème 3.6.1 Pour tout g =
1P
n=1

gn'n de H, f 2 C1 ([0; T ] ; H) ; tel que
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f(t) =
1P
n=1

fn(t)'n; On a ku�(T )� gk tend vers zéro quand � tend vers zero, ce qui
signi�e que, u�(T ) converge vers g dans H.

Preuve.

ku�(T )� gk2 =
S(T ) (�I + S(T ))�1

�
g �

Z T

0

S(T � s)f(s)ds

�
+

Z t

0

S(t� s)f(s)ds� g

2

ku�(T )� gk2 =

S(T ) (�I + S(T ))�1
�
g �

Z T

0

S(T � s)f(s)ds

�
� (�I + S(T ))�1 (�I + S(T ))

�
g �

Z T

0

S(T � s)f(s)ds

�2

ku�(T )� gk2 =
(�I + S(T ))�1 (S(T )� (�I + S(T ))

�
g �

Z T

0

S(T � s)f(s)ds

�2

ku�(T )� gk2 = �2
(�I + S(T ))�1

�
g �

Z T

0

S(T � s)f(s)ds

�2

ku�(T )� gk2 =
1X
n=1

�2

"�
�+ e��nT

��2�
gn �

Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

�2#
Pour un " �xé, on choisi N1 et N2 tels que :

1X
n=N1

g2n <
�

8
et

1X
n=N2

f 2n <
�

8T 2

Prenant N = max(N1; N2); on a:

1X
n=N

g2n <
�

8
et

1X
n=N

f 2n <
�

8T 2

On a alors,

1X
n=N

�
gn �

Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

�2
< 2

1X
n=N

g2n + 2

1X
n=N

�Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

�2
(3.6.8)

Donc,

1X
n=N

�
gn �

Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

�2
< 2

1X
n=N

g2n + 2T

Z T

0

1X
n=N

f 2n(s)ds
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D�où:
1X
n=N

�
gn �

Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

�2
<
�

2

Ainsi:

ku�(T )� gk2 =
NX
n=1

�2
�
�+ e��nT

��2�
gn �

Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

�2
+

1X
n=N+1

�2
�
�+ e��nT

��2�
gn �

Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

�2

ku�(T )� gk2 <
NX
n=1

�2
�
�+ e��nT

��2 
2g2n + 2

�Z T

0

fn(s)ds

�2!
+
"

2

ku�(T )� gk2 < 2�2
NX
n=1

e2�nTg2n + T

Z T

0

e2�nT (fn(s))
2 ds+

"

2

ku�(T )� gk2 < 2�2
NX
n=1

e2�nTg2n + T

Z T

0

NX
n=1

e2�nT (fn(s))
2 ds+

"

2

On note par: IN =
R T
0

NP
n=1

e2�nT (fn(s))
2 ds

Soit � tel que :

�2 <
"

4

"
NX
n=1

�
e2�nTg2n

�
+ TIN

#�1
Alors:

ku�(T )� gk2 <

"

2

"
NX
n=1

e2�nTg2n + TIN

#�1 " NX
n=1

e2�nTg2n + TIN

#

+
"

2

ku�(T )� gk2 < "

Le théorème est ainsi démontré.

Théorème 3.6.2 Pour tout g 2 H; f 2 C1 ([0; T ] ; H) ; tels que:
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1P
n=1

�2ne
2�nTg2n et

1P
n=1

�2ne
2�nTf 2n(t) soient convergentes, si le (F:V:P ) admet une solution

classique alors, la suite u�(0) converge dans H; de plus, on aura u�(t) converge vers u(t);

quand � tend vers zéro uniformément en t .

Preuve. Supposons que, u(t) soit la solution du (F:V:P )

u(t) = S(t� T )

�
g �

Z T

0

S(T � s)f(s)ds

�
+

Z t

0

S(t� s)f(s)ds

u(0) =

1X
n=1

e�nT
�
gn �

Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

�
Comme u(0) est dans H, On choisit pour " > 0; N , tel que:

1X
n=N

e2�nTg2n <
"

8
et

1X
n=N

e2�nTf 2n <
"

8T 2

On aura:

1X
n=N

e2�nT
�
gn �

Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

�2
<
"

2

et soient � et  deux réels strictement positifs, alors:

ku�(0)� u(0)k2 =
(�I + S(T ))�1

�
g �

R T
0
S(T � s)f(s)ds

�
� (I + S(T ))�1

�
g �

R T
0
S(T � s)f(s)ds

�2
ku�(0)� u(0)k2 =


1X
n=1

��
1

�+ e��nT
� 1

 + e��nT

��
gn �

Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

��
'n


2

ku�(0)� u(0)k2 =
1X
n=1

�
( � �)

�
� + (�+ ) e��nT + e�2�nT

��1�
gn �

Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

��
'n


2

ku�(0)� u(0)k2 =
NX
n=1

"
( � �)2

�
� + (�+ ) e��nT + e�2�nT

��2�
gn �

Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

�2#

51



+

1X
n=N+1

"
( � �)2

�
� + (�+ ) e��nT + e�2�nT

��2�
gn �

Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

�2#

ku�(0)� u(0)k2 6
NX
n=1

"
( � �)2 e4�nT

�
gn �

Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

�2#

+

1X
n=N+1

"
( � �)2

(�+ )2
e2�nT

�
gn �

Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

�2#

ku�(0)� u(0)k2 6 ( � �)2
NX
n=1

2e4�nT
�
g2n + T

Z T

0

(fn(s))
2 ds

�
+
"

2

ku�(0)� u(0)k2 6 ( � �)2
NX
n=1

2e4�nTg2n + T

Z T

0

NX
n=1

2e4�nT (fn(s))
2 ds+

"

2

On note I 0N =
R T
0

NP
n=1

2e4�nT (fn(s))
2 ds:

Soit � tel que:

�2 <
"

4

"
NX
n=1

e4�nTg2n + T I 0N

#�1
et � < �,  < �, d�où  � � < �; et donc:

ku�(0)� u(0)k2 6 2�2
NX
n=1

e4�nT
�
g2n + T I 0N

�
+
�

2

ku�(0)� u(0)k2 6

"

2

"
NX
n=1

e4�nT
�
g2n + T I 0N

�#�1 " NX
n=1

e4�nT
�
g2n + T I 0N

�#
+
�

2

ku�(0)� u(0)k2 6 ":

fu�(0)g est donc une suite de Cauchy, donc elle est convergente.
Par conséquent:

lim
�!0

ku(t)� u�(t)k = lim
�!0

S(t)u0 + R t0 S(t� s)f(s)ds
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�S(t) (�I + S(T ))�1
h
g �

R T
0
S(T � s)f(s)ds

i
�
R t
0
S(t� s)f(s)ds


lim
�!0

ku(t)� u�(t)k = lim
�!0

S(t)u0 � S(t) (�I + S(T ))�1
�
g �

Z T

0

S(T � s)f(s)ds

�

lim
�!0

ku(t)� u�(t)k 6 lim
�!0

S(t) �u0 � (�I + S(T ))�1
�
g �

Z T

0

S(T � s)f(s)ds

��

lim
�!0

ku(t)� u�(t)k 6 lim
�!0

u0 � (�I + S(T ))�1
�
g �

Z T

0

S(T � s)f(s)ds

�
D�où

lim
�!0

ku(t)� u�(t)k 6 lim
�!0

ku0 � u�(0)k

qui converge uniformément.

Donc,

lim
�!0

u�(t) = u(t)

3.7 Estimation de l�erreur de convergence de la solu-

tion du problème approché

Théorème 3.7.1 Si g est dans H, f 2 C1 ([0; T ] ; H) et s�il existe � > 0 tel que:
1X
n=1

e��nTg2n et
1X
n=1

e��nT (fn(t))
2

convergent dans H, alors, ku�(T )� gk converge vers zéro avec l�ordre de �""�2:
Preuve. Soit � dans ]0; 2], tel que
1P
n=1

g2ne
"T�n et

1P
n=1

e��nT (fn(t))
2 soient �nies, et soit k dans ]0; 2].

Pour un nombre naturel �xé n, on dé�nit:

hn(�) =
�k

(�+ e��nT )2
(3.7.9)
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hn(�) 6 hn(�0); �0 =
ke��nT

2� k
:

hn(�) �
�

k

2� k

�k
e�k�nT

(�0 + e��nT )2
(3.7.10)

ku�(T )� gk2 =
1X
n=1

�2

(�+ e��nT )2

�
gn �

Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

�2

ku�(T )� gk2 = �2�k
1X
n=1

�k

(�+ e��nT )2

�
gn �

Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

�2

ku�(T )� gk2 6

�2�k
1X
n=1

�
k

2� k

�k
e�k�nT

�
�20 + e�2�nT + 2�0e

��nT
��1�

gn �
Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

�2

ku�(T )� gk2 6 �2�k
�

k

2� k

�k 1X
n=1

e(2�k)�nT
�
gn �

Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

�2
(3.7.11)

Si on choisit k = 2� "; on aura:

ku�(T )� gk2 6 �"
�
2

"

�2 1X
n=1

e"�nT

 
2g2n + 2

�Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

�2!

ku�(T )� gk2 6 4�""�2
1X
n=1

e"�nT

 
2g2n + 2

�Z T

0

fn(s)ds

�2!

ku�(T )� gk2 6 4�""�2
"
2

1X
n=1

e"�nTg2n + 2T

Z T

0

 1X
n=1

e"�nT (fn(s))
2

!
ds

#

ku�(T )� gk2 6 8�""�2
" 1X
n=1

e"�nTg2n + T

Z T

0

 1X
n=1

e"�nT (fn(s))
2

!
ds

#

ku�(T )� gk2 6 C�""�2:
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Corollaire 3.7.1 Si g est dans H, f 2 C1 ([0; T ] ; H) et S�il existe � > 0 tel que:
1X
n=1

g2ne
(2+")T�n et

1X
n=1

(fn(t))
2 e(2+")T�n ;

convergent dans H, alors, ku�(t)� u(t)k converge vers zéro avec l�ordre de ����2 unifor-
mément en t.

Preuve.

ku�(0)� u(0)k = (�I + S(T ))�1
�
g �

Z T

0

S(T � s)f(s)ds

�

�S(�T )
�
g �

Z T

0

S(T � s)f(s)ds

�

ku�(0)� u(0)k = (�I + S(T ))�1
�
g �

Z T

0

S(T � s)f(s)ds

�
�S(�T ) (�I + S(T )) (�I + S(T ))�1

�
g �

Z T

0

S(T � s)f(s)ds

�
ku�(0)� u(0)k = (�I + S(T ))�1

�
g �

R T
0
S(T � s)f(s)ds

�
(I � S(�T ) (�I + S(T )))

ku�(0)� u(0)k = (�I + S(T ))�1
�
g �

Z T

0

S(T � s)f(s)ds

�
(I � �S(�T )� I)

ku�(0)� u(0)k = ��S(�T ) (�I + S(T ))�1
�
g �

Z T

0

S(T � s)f(s)ds

�

ku�(0)� u(0)k2 =
1X
n=1

�2e2�nT

(�+ e��nT )2

�
gn �

Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

�2

ku�(0)� u(0)k2 = �2�k
1X
n=1

�k

(�+ e��nT )2

�
gn �

Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

�2
e2�nT

ku�(0)� u(0)k2 6 �2�k
�

k

2� k

�k 1X
n=1

e(2�k)�nT
�
gn �

Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

�2
e2�nT

(3.7.12)
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ku�(0)� u(0)k2 6 �2�k
�

k

2� k

�k 1X
n=1

�
gn �

Z T

0

e��n(T�s)fn(s)ds

�2
e(4�k)�nT

Si on choisit k = 2� �;
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Z T

0
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donc,
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#

ku�(0)� u(0)k2 6 C����2

u�(t)� u(t) = S(t) (�I + S(T ))�1
�
g �

Z T

0

S(T � s)f(s)ds

�
�S(t� T )

�
g �

Z T

0

S(T � s)f(s)ds

�

u�(t)� u(t) = S(t) (�I + S(T ))�1
�
g �

Z T

0

S(T � s)f(s)ds

�
�S(t� T ) (�I + S(T )) (�I + S(T ))�1

�
g �

Z T

0

S(T � s)f(s)ds

�
.

u�(t)� u(t) = (�I + S(T ))�1
�
g �

R T
0
S(T � s)f(s)ds

�
(S(t)� �S(t� T )� S(t))
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�
g �
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0
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�
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(�+ e��nT )2

�
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0
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k
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�
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Posant k = 2� �; et procédant de la même manière que pour u�(0)� u(0), on trouve:

ku�(t)� u(t)k2 = C����2
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Conclusion 3.7.1 Ce travail peut être envisagé dans le futur, pour une généralisation

de l�étude à d�autres classes de problèmes mal posés plus généraux, ainsi qu�il peut faire

l�objet d�une étude numérique pouvant servir à résoudre d�une manière concrète un grand

nombre de problèmes physiques

.
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